Composition des polyndomes

Marc Lorenzi

Dans tout cet article, K désigne un corps. On note K[X] 'ensemble des polynomes & une indé-
terminée X, & coefficients dans K.

Les polynomes seront notés par des majuscules (A, B, ...). Les coefficients des polynomes seront
notés par les lettres minuscules correspondantes (ay, b, ...). Ainsi,

(o)
A= Z ap X"
k=0

On ne rappellera pas a chaque fois que les a sont des éléments de K tous nuls sauf un nombre
fini.

Soient A et B deux polynoémes. On appelle composée de A et B le polyndéme
(o)
AoB =) a,B*

k=0

La composition des polynéomes admet X pour élément neutre.
Cette opération n’est pas commutative. En effet,
X2o0(X4+1)=(X+1)=X*+2X+1

alors que
(X+1DoX?2=X2+1

Ce contre-exemple ne fonctionne que si 2 # 0 dans le corps K. Dans le cas ot 2 = 0, il suffit de
remarquer que X2 o (X +1) # (X +1) o X3.

Proposition 1. Soient A et B deux polynomes tels que deg B > 1. Alors

deg(Ao B) = deg A x deg B

Démonstration. Si A=0,ona Ao B =0. De la,
deg(AoB) = —00o = —oc0 x d’B

Supposons maintenant A # 0. Soit d = deg A. Ecrivons

d d—1
AOB = ZakBk :adBd+ZCLkBk
k=0 k=0



Comme ag # 0, le degré de agB? est deg B = d x deg B. Pour tout k < d — 1,
deg(apB*) < deg(B*) = k x deg B < d x deg B
Ici, le fait que deg B > 1 est essentiel. Le degré de Zi;é apB* est donc strictement inférieur &
d x deg B, d’ou le résultat. [
Remarque. Si deg B <0 alors B = b € Ko[X] (ou b € K). On a alors

AoB =" apb* € Ko[X]
k=0

Ainsi, deg(A o B) < 0. Ce degré est —oo ou zéro selon que b est racine de A ou pas.

Corollaire 2. Les polynomes inversibles pour la loi o sont les polynomes de degré 1.

Démonstration. Soit A un polynéme. Supposons qu’il existe un polynéme B tel que AoB = X.
B ne peut pas étre constant, donc deg A x deg B = deg X = 1. Il en résulte que deg A = deg B =
1. Inversement, soit A =aX + b ou a,b € K, a # 0. Soit B = %X — % On a

AoB=a(5xX-7)+b=x
a a

et

1 b

BoA=—-(aX+4+b—--=X

a a
Ainsi, A est inversible pour la loi o. [J
La loi o n’est pas distributive a droite par rapport a I'addition. En effet,

X20(X 4+ X)=4X2
alors que
X%20X +X%0X =2X?

Ce contre-exemple ne fonctionne que si 2 # 0 dans le corps K. Dans le cas ou 2 = 0, il suffit de
remarquer que

X%o (X +2X)=9Xx?
alors que

(X +2X)o0X? =3X>

En revanche, il y a distributivité a gauche. En fait, la loi o est distributive a gauche par rapport
a l'addition et a la multiplication.

Proposition 3. Pour tous polynomes A, B,C et tout A € K, on a
¢ (A+B)oC=A0C+BoC
o (AM)oC =XAAoQC)
e (AB)oC =(AoC)(Bo()



Démonstration. Faisons la preuve pour le produit.

(Ao C)(BoC) ZalC’Zb C
1=0

= Z aibjCiJrj
1,7=0

i+j=k

- (AB) oC

g

Corollaire 4. Pour tous polynémes B et C et tout entier k, B¥ o C =

Démonstration. Simple récurrence sur k. [
Proposition 5. La composition des polynomes est associative.
Démonstration. Soient A, B, C trois polynémes. On a
oo
Ao (BoC) Z (Bo C
oo
Z Bk o ()

o0

Z akBk o ()

= (;0 akBk> oC

=(AoB)oC

(BoC)-.



