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1 Sommes de puissances
Pour tous n,p € N, posons
n
Sp(n) = Z kP
k=0

Les valeurs de Sp(n) pour les premieres valeurs de n sont bien connues : pour tout n € N,

So(n) = n+1

Si(n) = %n(n +1)= %nz + %n

Sa(n) = én(n +1)(2n+1) = én3 + %nQ + %n
Ss(n) = %nQ(n +1)2 = in‘i + %n?’ + %nQ

On remarque sur ces premieres valeurs que Sy(n) est un « polynéme en n » de degré p+ 1. Le
coefficient dominant est 1/(p+1), les autres coefficients sont en revanche assez mystérieux. Nous
allons dans cet article donner une formule explicite pour Sp(n). Les coefficients de S,(n) vont
s’exprimer a l’aide de nombres appelés les nombres de Bernoulli. La formule que nous allons
montrer s’appelle la formule de Faulhaber.

2 Polynomes et nombres de Bernoulli

2.1 Définitions

Il existe de nombreuses facons de définir les polynémes de Bernoulli. J’ai choisi la plus élémen-
taire.

Définition 1. On définit par récurrence la suite (B, )nen des polynomes de Bernoulli par

e By=1.
e Pour tout n > 1, B, est I'unique polynoéme vérifiant

1
(¥) B, =nBu_1 et (%) / By =0
0



Définit-on bien de la sorte une suite de polynémes ? Supposons que B, _1 est bien défini et qu’il
est un polyndéme. Il existe bien un unique polynéme B,, vérifiant (x) et (xx). En effet, soit P, la
primitive de B, _1 qui s’annule en 0. La condition (x) est réalisée si et seulement si B,, = nP, +c¢
ou ¢ € R. En tant que primitive d’'un polynéme, P, est aussi un polynéme. La condition (x)
est alors réalisée si et seulement si .
c=-—n / P,
0

d’ou lexistence et 'unicité du polyndéme B,. On montre facilement par récurrence sur n que
pour tout n € N, deg B, = n.

Ces quelques commentaires permettent de calculer les polynémes de Bernoulli. Par exemple,
comme By =1, on a
Bi=P+c=X+c

ou
1 1 1
c:—/ P1:—/ rdr=—=
0 0 2
Ainsi,
1
Bi=X-—-
2

Ayant obtenu B, on en déduit en intégrant

By=2P+c=X>—X+c¢

De la,
1 1 $3 271 1 1 1
e==f 2= ) (s $>$[3+20236
Ainsi,
1
By=X*-X+ G
Essayons encore une fois. Une nouvelle intégration donne
3 3y 1
o 1 3 1 1
C:—‘/O <$3—2$2+2$>d$:—4 ———-=0
Ainsi,
By—x3_3x24 1y
° 2 2

Cette méthode pour calculer B, n’est pas trés pratique, nous ferons mieux plus loin.



X12 X11 XlO X9 XS X7 X6 b & X4 XS X2 X 1

n

0 1
1 1 ~1/2
2 1 ~1 1/6
3 1 —3/2 1/2 0
4 1 -2 1 0 ~1/30
5 1 -5/2 53 0 -1/6 0
6 1 -3 5/2 0 —1/2 0 1/42
7 1 —7/2 72 0 —7/6 0 1/6 0
8 1 -4 14/3 0 -7/3 0 2/3 0 ~1/30
9 1 -9/2 6 0 —21/5 0 2 0 —3/10 0
10 1 -5 15/2 0 -7 0 5 0 —3/2 0 5/66
11 1 —11/2 55/6 0 —11 0 11 0 —11/2 0 5/6 0
12 1 -6 11 0 -332 0 22 0 —33/2 0 5 0 —691/2730

FIGURE 1 — Les coefficients des polynémes de Bernoulli

Définissons maintenant les nombres de Bernoulli.

Définition 2. La suite (b, )nen des nombres de Bernoulli est définie, pour tout n € N, par

b, = By (0)

Les nombres de Bernoulli sont donc les nombres qui apparaissent dans la derniére colonne du
tableau de la figure

n |0 1 2 3 45 67 8 9 10 11 12
b, |1 —1/2 1/6 0 —1/30 0 1/42 0 —1/30 0 5/66 0 —691/2730

FIGURE 2 — Les nombres de Bernoulli

On remarque évidemment des choses intéressantes sur ces valeurs (les zéros, les signes alternés)
mais les montrer nous éloignerait de notre sujet, c’est a dire les sommes Sp(n).

2.2 Une expression des polynémes de Bernoulli

Il est possible d’obtenir explicitement les coefficients des B,, en fonction des nombres de Bernoulli.
Commencons par une évidence.

Lemme 1. Pour tout n € N et tout k € [0,n],

Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence sur k. L’égalité est immédiate pour



k = 0. Soit k € [0,n — 1]. Supposons

En dérivant et en utilisant (%), il vient

n! n!
B = e k)!B;z—k: = ——(n—k)Bn_jp—1 =

g

Proposition 2. Pour tout n € N,

B,=Y_ <Z> b X" "

k=0

Démonstration. Soit n € N. Rappelons que deg B,, = n. La formule de Taylor appliquée a
B,, donne donc

n

Xk & nl Xk & n
k k
Bn(X) = goj B! )(0)?! = kZO: o k)!Bn,k(O)—k! = go: (n - k) b1 X

Le changement d’indice &' = n — k donne le résultat. O

2.3 Une relation fonctionnelle

Voici encore une évidence.
Lemme 3. Pour tout n € N différent de 1, B,,(1) = By(0).

Démonstration. On a By(1) = By(0) =1 et pour tout n > 2,

1 1
Bu(1) — B, (0) :/ B;:n/ By1=0
0 0

O
Remarque. Le résultat est faux pour n = 1. En effet, By(1) = 1/2 alors que B;(0) = —1/2.

La proposition qui suit sera la clé du calcul des sommes Sp(n).

Proposition 4. Pour tout n € N*,

Bn(X 4 1) — By(X) =nXx"!



Démonstration. Soit n € N*. Par la formule de Taylor appliquée au polynéme B, (X + 1) qui
est de degré n,

LB & n! ko~ ™ k
Ba(X+1)=)_ 0 X :ZmBn_k(l)X => | Brok(DX

k=0 ' k=0 k=0

Posons k' = n — k pour obtenir
B,(X +1) = zn: ") By (1) xk
o \F

Si k # 1, alors By(1) = B(0) = bg. De plus, B1(1) = B1(0) + 1 = b1 + 1. De 14,

k=0

= B,(X)+nx"!
O

2.4 Une relation de récurrence sur les nombres de Bernoulli

Nous avons donné dans la proposition [2| 'expression du polyndéme B,, en fonction des nombres
de Bernoulli. Il s’avere que les b, vérifient une relation de récurrence intéressante.

Proposition 5. Pour tout n € N*,

Démonstration. Soit n > 1. Par le lemme [3] et la proposition

n+1 n—1
n+1 n+1
bt = B ® = B ()= 3 (1 o= e+ 5 (1
k=0 k=0

d’ou le résultat. OJ

Remarque. Sachant que by = 1, il est maintenant possible de calculer les b, sans passer par
les polynémes de Bernoulli. En écrivant proprement les choses, on obtient les n + 1 nombres de
Bernoulli by, . .., b, en O(n?) opérations arithméticues.



3 La formule de Faulhaber

Nous y voila. Rappelons que pour tous n,p € N,

Sp(n) = Z kP
k=0

Proposition 6. Pour tous n,p € N,

Sp(n) = Z kP
k=0
1 - .o .
T o1l > (Bpt1(k+1) = Bpyi(k))  (proposition
P Lo
1 7’
T oo+l Bpi1(n+1) — Bp1(0))  (télescopage)

d’ou le résultat puisque Bp1(0) = bpy1. O

Nous nous étions fixé pour objectif d’écrire Sp(n) comme un « polynéme en n ». Voici le résultat.

Proposition 7. [FORMULE DE FAULHABER]

Pour tous n,p € N,

1 p+1 pr1
Sp(n) =nf + —— Z ( bpr1-xnt
p+1=\ k

Démonstration. Soient n,p € N. Par la proposition

Bpii(n+1) = Bpii(n) + (p+ 1)n”

De 1a
1
Sp(n) = m(BpH(n)Jr(erl)np— p+1)
1 & (p+1
—_ p b p+1-k
i (1o



En posant & = p + 1 — k, on obtient

1 p+1 p+ 1 .
Sp(n) = nP+ 1 2:: (p Sk bp+1-kn

k=1
1 p+1 <p+1>
= nP+ > bpt1-kn
p+1li=\ k

g

On trouve souvent cette formule sous une forme légérement différente. Posons bf = by + 1 =
1/2(= —by) et pour tout n # 1, b} = b,. La formule de Faulhaber devient alors (si p # 0),

1 p+1 p + 1
Sp(n) = —— ( bﬁrlfknk
p+1,= k p
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