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Proposition 1. Soient A et B deux anneaux. Les idéaux de A × B sont les ensembles I × J
où I est un idéal de A et J est un idéal de B.

Démonstration. Si I est un idéal de A et J est un idéal de B on vérifie facilement que I × J
est un idéal de A × B.

Soit K un idéal de A × B. Notons

I = {x ∈ A : ∃y ∈ B, (x, y) ∈ K}

L’ensemble I est la projection de K sur A. Montrons que I est un idéal de A. On a (0, 0) ∈ K
donc 0 ∈ I et ainsi I ̸= ∅. Soient x, x′ ∈ I. Soient y, y′ ∈ B tels que (x, y) ∈ K et (x′, y′) ∈ K.
On a

(x, y) − (x′, y′) = (x − x′, y − y′) ∈ K

donc x − x′ ∈ I. Enfin, soient x ∈ I et a ∈ A. Soit y ∈ B tel que (x, y) ∈ K. On a

(a, 1)(x, y) = (ax, y) ∈ K

et donc ax ∈ I.

Notons aussi
J = {y ∈ B : ∃x ∈ A, (x, y) ∈ K}

L’ensemble J est la projection de K sur B. Tout comme I, J est un idéal de B. Montrons que
K = I × J .

L’inclusion directe est immédiate. Si (x, y) ∈ K alors x ∈ I et y ∈ J donc (x, y) ∈ I × J . Ainsi,
K ⊆ I × J .

Soit (x, y) ∈ I×J . Il existe b ∈ B et a ∈ A tels que (x, b) ∈ K et (a, y) ∈ K. Comme K est un idéal
de A × B, (1, 0)(x, b) = (x, 0) ∈ K et (0, 1)(a, y) = (0, y) ∈ K. De là, (x, y) = (x, 0) + (0, y) ∈ K.
Ainsi, I × J ⊆ K. □

Exemple. Prenons A = B = R. Les idéaux de R sont {0} et R. Les idéaux de R2 sont donc
{0}, R2, R × {0} et {0} × R.

Exemple. Prenons A = B = Z. Les idéaux de Z sont les ensembles aZ où a ∈ N. Les idéaux de
Z2 sont donc les ensembles aZ × bZ où a, b ∈ N.
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