inversible. Montrer que A est diagonalisable.

[Exercice 1. Soit A € M,(C). Soit P € C[X]. On suppose P(A) diagonalisable et P’(A)]

Commencgons par regarder ce qui se passe pour des matrices d’une forme particuliére.

Soit > 1. Soit A € C.

0 1 0 ... 0
0 0 1 0
N = € M, (C)
S
0 0 0

La matrice N est nilpotente d’ordre au plus 7 : pour tout i > r, N* = 0. Soit Jy, = M + N €
M, (C). On a pour tout k € N,

Soit P =37 jarX"® € C[X]. On a

P(Jy) = i Zk: an (’;) MNe=inN = i [i an <’:> A’H’] N = 2 o N'

k=0 =0 1=0 Lk=i

ol a; est I'expression entre crochets. Par la nilpotence de N,

r—1 .

P(J)) =) oN’

i=0

Remarquons que pour tout ¢ € N,
RS , k—i _ L )
o = ﬂZakk(k—l)...(k—z—i—l))\ = PO
k=i

et donc
—

1 .

PO .

P =Y l_'( )N
i=0 ’

Supposons que P(Jy) est diagonalisable. Il existe donc une matrice ) inversible et une matrice
D diagonale telles que P(Jy) = Q~'DQ. J et D étant semblables, elles ont les mémes valeurs
propres. Or, la seule valeur propre de P(Jy) est P(\), donc D = P(\)I,. De 13,

P(J\) = Q'P(WLQ = PO,

La famille (N%)g<;<,_1 étant libre dans M,(C), on a donc a1 = ... = a,,_1 = 0. La réciproque
est évidente, et donc
P(J)) est diagonalisable si et seulement si P'(A) = P"(\) =...= PU=D()\) = 0.

En corollaire immédiat, si P(.Jy) est diagonalisable et P'(\) # 0, alors r = 1.

Passons au cas général.

Soit A € M,(C). La matrice A peut étre mise sous la **forme canonique de Jordan** : A
est semblable & une matrice diagonale par blocs de la forme diag(Jy,,...,J )\q) ol les \; sont



les valeurs propres (pas nécessairement distinctes) de A. En désignant par ~ la relation de
similitude :
A ~ diag(Jy,,-- -, J)\q)

Supposons que P(A) est diagonalisable et P’(A) est inversible. On a
P(A) ~ diag(P(Jy,), ..., P(Jx,))

P'(A) ~ diag(P'(Jyx,), ..., P'(Jx,))

Comme P’(A) est inversible, les matrices P’(Jy,) le sont aussi, ce qui signifie que pour tout 1,

P'(x;) # 0.

Comme P(A) est diagonalisable, les matrices P(.Jy,) le sont aussi, mais comme P’()\;) # 0 cela
entraine que toutes ces matrices sont de taille 1 x 1. Ainsi, A est diagonalisable.



