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1 Introduction

Pour toute fonction f : R — R, notons C(f) ensemble des réels en lesquels f est continue. Que peut-on
dire de 'ensemble C(f)? Nous allons voir dans cet article que n’importe quelle partie de R ne peut pas
étre ’ensemble des points de continuité d’une fonction.

Pour toute partie A de R, A° = R\ A4 est le complémentaire de A dans R. Notons D(f) = C(f)¢ I’ensemble
des réels en lesquels la fonction f : R — R est discontinue.

Pour tous réels a et a > 0, nous noterons B(a, «) lintervalle ouvert de centre a et de rayon « :

B(a,a) =]a—a,a+ of

et B(a,«) lintervalle fermé de centre a et de rayon « :

B(a,a) = [a—a,a+ af
2 95 et fo’

Définition 1. Une partie A de R est appelée un G; lorsque A est une intersection dénombrable d’ouverts.
C’est un F, lorsque A est une réunion dénombrable de fermés.

Les Gs sont donc les complémentaires de F.

Proposition 1. Les ouverts et les fermés de R sont a la fois des Gs et des F.

Démonstration. Soit U un ouvert U de R. U est évidemment un Gs puisque U = [, oy U.

Montrons maintenant que U est une réunion dénombrable d’intervalles fermés. Comme U est ouvert,
pour tout z € U N Q, il existe 7 € Q7 tel que B(x,r) C U. Soit

v= U B
(z,r)EA
ou B
A={(z,r) eQxQ%,z €U et B(z,r) CU}

On a clairement A C U. Inversement, soit a € U. Comme U est ouvert, il existe a > 0 tel que B(a,a) CU.
Q étant dense dans R, il existe 7 € Q tel que 0 < r < a. On a B(a,r) € B(a,a) € U. Encore par la
densité de Q, il existe un rationnel z € B(a,r). On a donc a € B(z,r) C V. Ainsi, a € V.



Nous avons ainsi montré que les ouverts de R sont a la fois des Gs et des F,. Par passage au complémen-
taire, il en est de méme des fermés. [J

11 est naturel de se demander s’il existe des parties de R qui sont des F, mais pas des G5 (et vice versa).
La réponse est oui.

Proposition 2. Q est un F, mais n'est pas un Gs. Q¢ est un G5 mais n’est pas un F,.

Démonstration. Q = J,co{z} est une réunion dénombrable de fermés, c’est donc un F,. Par passage
au complémentaire, Q¢ est un Gjs.

Supposons que Q = [,y Un ot les U, sont des ensembles ouverts. Q est dense dans R et pour tout
n €N, Q C U,, donc U, est dense dans R. Par ailleurs,

Qc — m {x}c

r€Q

est aussi une intersection dénombrable d’ouverts denses. De 14, = Q N Q¢ est une intersection d’ouverts
denses, ce qui contredit le théoréme de Baire, qui dit qu’une intersection dénombrable d’ouverts denses
est encore un ensemble dense. [J

Existe-t-il des parties de R qui ne sont ni des F, ni des G5 ? La réponse est oui. Par exemple, une réunion
dénombrable de G5 ou une intersection dénombrable de F, peuvent n’étre ni un Gs, ni un F,. Cela n’a
rien d’évident et nous y intéresser nous éloignerait du but de cet article.

3 La structure de C(f)

Donnons nous une fonction f: R — R.

Pour tout £ > 0, soit C.(f) ’ensemble des réels a tels que

Ja > 0,Vz, 2’ € B(a,a),|f(z) — f(z')| <e

Lemme 3. Pour tout € > 0, C.(f) est ouvert.

Démonstration. Soit e > 0. Soit a € C.(f). Soit & > 0 tel que pour tous x,x’ € B(a, @), |f(x)—f(z")] <
€.

Soit b € B(a,«). Soit 5 > 0 tel que B(b, 8) C B(a, @). On a alors pour tous z,z’ € B(b, ), |f(x)—f(z')| <
e. Ainsi, b € C.(f). Nous venons de montrer que B(a,a) C C.(f). L’ensemble C.(f) est donc ouvert. [

Notons

G= () Cs(f)

neN*

Par la proposition précédente, G est un Gs.
lemme 4. C(f) CG.

Démonstration. Soit a € C(f). Soit n > 1. Par la continuité de f en a, il existe a > 0 tel que pour
tout z € R,

v e Bla,0) = |f(x) ~ f(0)] < 5-



Soient z,x’ € B(a,«). On a

|<1+1 1
—2n  2n n

() = f@)] < [f(2) = fa)| + | f(a) = f(a')

Ainsi, Ae C1(f). O
Lemme 5. G C C(f).

Démonstration. Soit a € G. Soit € > 0. Il existe un entier n > 1 tel que £+ < e. Comme a € C1(f), il
existe a > 0 tel que pour tous z,z’ € B(a,a), |f(z) — f(z/)| < L.

< e. La

S|

Soit « € B(a,a). Comme on a évidemment a € B(a,«), on en déduit que |f(z) — f(a)] <
fonction f est donc continue en a. O

Les trois lemmes précédents nous donnent le résultat suivant.
Proposition 6. Soit f : R — R. L’ensemble C(f) est un Gs. L’ensemble D(f) est un F,.

Remarquons le corollaire

Corollaire 7. II n’existe pas de fonction de R vers R continue sur Q et discontinue sur Q°.

Démonstration. En effet, Q n’est pas un G5. O

Remarque. Il est en revanche possible de construire une fonction de R vers R continue sur Q° et
discontinue sur Q. Par exemple, la fonction de Thomae f : R — R définie pour tout réel x par f(z) =0
sizeQet f(z) = % siz= % oup€Z,qeN* et pAqg=1. Nous verrons réapparaitre cette fonction a
la fin de P'article.

4 Une réciproque

Nous venons de voir que ensemble C(f) des points de continuité d’une fonction f: R — R est un Gs.
Inversement, si G est un Gy, existe-t-il une fonction f : R — R telle que C(f) = G ? Nous allons voir
que oui.

Soit (F,)n>1 une suite de fermés de R. Soit F' = |J,,~, F,. Considérons la fonction p: R — N U {+o0}
définie pour tout z € R par -
p(z) =min{n > 1,z € F,}

en convenant que min ) = +o0o. On a donc pour tout réel x, u(xr) = +oo si et seulement si z € F°.
Soit A C R telle que A et A€ soient denses dans R. Soit f : R — R définie par

. f(a:):ﬁm)lsixeA.

o f(x)= — o SiT € A

en convenant que +%.O = 0. On a donc pour tout réel z, f(x) =0 si et seulement si x € F°.

Proposition 8. C(f) = F°.

Démonstration. Soit a € R.



e Cas1l,a € FNA. Onadonc f(a) > 0. Soit (z,,)n>1 une suite de points de A° qui tend vers a. On
a pour tout n > 1, f(x,) < 0 et donc f(x,) ne tend pas vers f(a) lorsque n tend vers Uinfini. La
fonction f n’est donc pas continue en a.

e Cas 2, a € FN A°. En inversant les roles de A et A on montre de méme que f n’est pas continue
en a.

e Cas 3,a € F°. On a donc f(a) = 0. Soit € > 0. Il existe un entier n > 1 tel que % < e. L’ensemble
Q= (Ui F})°, complémentaire d'une réunion finie de fermés, est un ouvert. Remarquons que
pour tout € R, x € 2 si et seulement si | f(z)| < L. En particulier, a € Q. Comme § est ouvert,
il existe @ > 0 tel que B(a,a) C Q. On a pour tout € B(a, @),

F(@) — f@) = |f@)] < = <e

3

Ainsi, f est continue en a.
O

Un cas particulier. Pour tout ¢ > 1, prenons pour F, I’ensemble des rationnels  dont le dénominateur
est inférieur ou égal a ¢. On a
F, = {S, pE Z}

Clairement, F; est un fermé de R. De plus, F' = Uq21 F, = Q. Pour tout =z € R,
o SizeQ° ulx)=+oo.
. SingoﬁpEZ,qu* et pAg=1, ulx) =q.
Prenons maintenant A = Q. Pour tout = € R,
o SizeQc f(z)=0.
. Sixz%oﬁpEZ,qu* et pAg=1, f(ac):%.

On retrouve donc la fonction de Thomae, dont voici le graphe sur le segment [0, 1].
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