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Proposition 1. Le seul endomorphisme du corps R est idg.

Démonstration. Soit f un endomorphisme de R. On a facilement pour tout x € Q,
f(z) = z. De plus, f est croissant. En effet, soient =,y € R tels que z < y. On a

2
f)=f@)=fly—2)=fVy—=2)=Ffy—2)*>0
Soit maintenant = € R. Pour tout n € N* | il existe a,, b, € Q tels que

1 1
r——<a, <x<b, <+ —
n

3

Par la croissance de f,
flan) < f(z) < f(bn)
Comme ay,, b, € Q, on a f(a,) = a, et f(b,) = by. De 14,

ou encore

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient f(z) =2. O

Proposition 2. Soit f un endomorphisme de C tel que f(R) C R. Alors, f = id¢
ou f est la fonction de conjugaison.

Démonstration. Comme f(R) C R, f induit un endomorphisme du corps R. Par
la proposition précédente, on a pour tout réel z, f(z) = z. Soit z = x + iy € C, ou
z,y € R.On a
f@) = @)+ f()fly) =z + fi)y
Par ailleurs,
f@? =@ =f(=1) = -1
et ainsi f(i) = +i. Si f(i) =4, f =idc. Si f(i) = —i, f est la fonction z —> z. O

Définition 1. Nous appellerons endomorphisme sauvage de C tout endomorphisme
de C différent de I'identité et de la conjugaison.



Proposition 3. Soit f un endomorphisme sauvage de C. Alors f(R) est dense dans

C.

Démonstration. Comme [ est sauvage, f(R) ¢ R. Il existe donc un réel ¢ tel que
f(t) € R. Soit z € C. La famille (1, f(t)) est une base du R-espace vectoriel C. Il
existe donc z,y € R (uniques) tels que z = x + f(t)y. Soit € > 0. Par la densité de Q
dans R, il existe u,v € Q tels que

1
2[f(t)]

1
|z —ul < ceet |y —v| < €

2

Posons w=u-+vt. Onaw € R et

lz=fw)] =[x+ f{t)y — flu+ovt)|

= |z 4+ f(t)y —u— f(t)v]
[z —u) + f()(y —v)|
|z —ul + |f(B)lly — vl
9
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Lemme 4. Soit f un endomorphisme de C. Si f est discontinu en 0, alors f est
discontinu en tout point.

Démonstration. Soit a € C. Supposons f continue en a. Pour tout € > 0, il existe
a > 0 tel que pour tout z € C,

[z—al <a = [f(z) = fla)| <e

Soit € > 0. Soit a > 0 donné par la propriété ci-dessus. Soit w € C. Supposons que
|w| < . Posons z = w +a. On a |z — a] < a, donc

[f(w)l = 1f(z—a)| = [f(z) - fla)| <e

Ainsi, f est continu en 0, d’ou le résultat en contraposant. [
Proposition 5. Un endomorphisme sauvage de C est discontinu en tout point.

Démonstration. Soit f un endomorphisme sauvage de C. Comme f est sauvage, il
existe a € R tel que f(a) # a. Soit (an)nen une suite de rationnels qui tend vers a.
Pour tout n € N, soit b, = a, — a. Lorsque n tend vers l'infini, b,, tend vers 0. En
revanche,

f(bn) = flan —a) = f(an) — fla) = an — f(a) —> a— f(a) #0

n—oo
et donc f(b,) ne tend pas vers f(0). L’endomorphisme f est donc discontinu en 0. O

Il existe beaucoup d’endomorphismes sauvages de C. On peut montrer, en utilisant
le lemme de Zorn, que tout automorphisme d’un sous corps de C peut étre prolongé
en un automorphisme de C. Par exemple, soit

K= {z+yv2,2,y € Q}



L’application = 4+ yv/2 — = — yy/2 est un automorphisme de K. Cette application
se prolonge donc en un automorphisme f de C qui n’est pas l'identité sur R, puisque
f(v/2) = —v/2. On peut en fait montrer que I'’ensemble des automorphismes de C est
de cardinal 22™°. Cet ensemble a donc le méme cardinal que CC, Pensemble de toutes
les fonctions de C vers C.



