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1 Introduction

On se donne un réel a > 0. On considére la fonction f: R — R définie par

f(z) = arctan z
a

2.0

FIGURE 1 — La fonction f pour quelques valeurs de a

La fonction f est de classe C*° sur R. Bien que cette fonction soit en apparence
trés « calme », ses dérivées successives prennent de trés grandes valeurs et pré-
sentent de nombreuses oscillations. La figure ci-dessous représente la courbe de
£ En noir, les racines de la fonction. En rouge, les extrema. La décroissance
rapide de f(19) & I’infini ne permet pas de voir les oscillations de la fonction au
voisinage des extrema les plus écartés de 0.
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FIGURE 2 — La dérivée 10° de f avec ses 9 racines et ses 10 extrema
2 Le calcul des dérivées de f
2.1 Une premiére valeur de ™

Proposition 1. Pour tout n € N* et tout x € R,

0@ = (1 2 (@i - @ i) )

Démonstration. Faisons une récurrence sur n. Tout d’abord, une décompo-
sition en éléments simples montre que pour tout z € R,

’ _ a 7& 1 B 1
f(x)ixQ—i—aQ 2 (m—ia x +ia

Soit n € N*. Supposons que pour tout x € R,

f(n)($> — (_1)71,—1 (n ;il)! ((a? —ia)" = (x + ia)_”)
On a donc pour tout x € R,
f(nJrl)(x) _ (71)n71 (TL ;Zl)' (7TL(££ - ia)fnfl . (7n)(:E + ia)inil)
= (—1)"% ((z —ia) "' — (z +ia) ")



ce qui est la valeur souhaitée. [J

2.2 Changement de variable

La fonction 6 — acotan § est une bijection de ]0, 7[ sur R. Tout réel = s’écrit
donc de fagon unique x = acotan® ou 6 € |0, 7[.

Pour tout n € N, soit ¢, : [0, 7] — R définie par

pn(0) = sin™ fsinnd
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F1GURE 3 — La fonction ¢1gg

Proposition 2. Pour tout z € R et tout n € N* on a, en posant x = a cotan6,

(n—1)!

an

F(@) = (=1 on(0)

Démonstration. Soit x € R. On a

M) = (—1)”*1% ((cotan @ — i)™ — (cotan 6 + i)~ ")
— (_1)n71 (n 7212);3111” 0 (6in6 _ efim‘))
= (—1)"‘1M sin” 6 sin nf

an

= oy D )

an



2.3 Les racines de ™

Proposition 3. Pour tout n € N*, les racines de f) sont les réels
k
acotan - k=1...n—1
n
Démonstration. Soit z € R. On a f(™)(z) = 0 si et seulement si ¢, (§) = 0,

c’est & dire, puisque 6 € |0, 7|, sinnf = 0 ou encore § = kn/n ou k € [1,n — 1].
(I
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FIGURE 4 — Les 40 racines de (1)

3 La norme de f"

Nous allons déterminer, pour tout n € N*,

1F | = sup{| " (2)] : « € R}

3.1 Le maximum de |f(")]

Comme |p,| <1, on a
IF™) < (n=1t

a’ﬂ

La fonction f(") tend vers 0 en +o0. La borne supérieure ci-dessus est donc un
maximum, et ce maximum est atteint en un extremum local de f(), c’est a dire
une racine de f("*1)_ Notons pour tout n € N* et tout k € [1,n—1],

ke

en,k:
n

Nous avons déja les racines de f("t1). Ce sont les réels

acotan 0,41 k=1...n



Pour tout k € [1,n],

on(Op+1,6) = sin

.o kT km
= sin sin | k7 —
n+1 n+1

= (=1)*sin" !

Le cas ou n est impair est facile. La figure ci-dessous représente la courbe de
21 ainsi que les 21 extrema locaux de cette fonction.
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FIGURE 5 — |21 (022.1)|

Proposition 4. Pour tout n impair,

—1)!
sy = 1

Démonstration. Soit n € N impair. Posons n =2p+ 1 ou p € N. On a

o p+ 1w
@n(Oni1pr1) = (—1)P sin™ (2]974—)2 = (=1)P

d’otul le résultat. O

Voici maintenant la courbe de yop avec ses 20 extrema locaux. On voit que,
cette fois ci, la valeur 1 n’est pas atteinte.
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Proposition 5. Pour tout n € N* pair,

(n—1)! ™

2(n+1)

n+1

COS

LFe =

Démonstration. Soit n € N* pair. Posons n = 2p ot p € N*. Pour tout k €
[1,p], km/(n+ 1) € [0,7/2]. Sur cet intervalle, la fonction sinus est croissante.
On a donc pour tout k € [1,p],

sin" ! Ony1p < sin” ! 6n+1,p

La relation sin(r — z) = sin 2 montre que pour tout k € [p+ 1,n], on a encore
cette inégalité. Il reste a calculer |, (6,41,p)|- On a

n+1 b
n+1
n41 nm

|90n(9n+17p)| = sin

d’otu le résultat. O

3.2 Développement asymptotique

Lorsque n tend vers infini, le réel cos(w/2(n + 1)) tend vers 1 et donc

n n—1)!
ooy ~ =
a



Allons un peu plus loin. Lorsque n est pair,

oy = B Dggn T
an 2(n+1)

_ (";nl)!exp((n+1)1n(1—8(7;f1)2+0<nl2>>)
- e (e (5)
R )

2 ge()
=

! 2(n — 1)!
TN et 0L
SO ooy T

On a donc

L’utilisation de la formule de Stirling donne enfin ’équivalent
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