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1 Cosinus et sinus hyperboliques
1.1 Introduction

On définit les fonctions ch : R — R et sh : R — R par

chz = —(e"+e®)

N =N =

she = —(e"—e%)
Ces deux fonctions sont le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique.

Les fonctions ch et sh sont de classe C* sur R. On a ch’ = sh et sh’ = ch. De plus, ch est paire
et sh est impaire. Pour tout = € R,
sh'z =chx >0

La fonction sh est donc strictement croissante. Or, sh0 = 0, donc sh > 0 sur R* et sh < 0 sur
R* . On en déduit que pour tout x > 0,

ch’z=shz >0

La fonction ch est donc strictement croissante sur R;.. Comme elle est paire, elle est strictement
décroissante sur R_.

Lorsque x tend vers 400, on a

1
chz = 563” +o(1)

et de méme pour shz. Dans la figure ci-dessus, la courbe en pointillés est celle de la fonction
x — e" /2.

La restriction de la fonction ch a R4 est continue, strictement croissante. C’est donc une bijection
de Ry sur [chO,lim . ch[ = [1, +o0].

La fonction sh est quant a elle continue sur R, strictement croissante. C’est donc une bijection
de R sur |lim_ . sh, lim; o sh[ = R.
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FIGURE 1 — Les fonctions ch et sh

1.2 Formules de trigonométrie

Tout comme en trigonométrie classique, nous avons un certain nombre de « formules » relatives
au cosinus et au sinus hyperbolique.

Proposition 1. Pour tout réel x,

chz +shz =¢€"

chz —shz=¢"

ch?z —sh?z =1
Démonstration. Les deux premiéres égalités résultent directement de la définition de ch et
sh. Puis, pour tout z € R,
ch?z —sh?z = (chz +shz)(chz —shz) =% =1

g

Proposition 2. Pour tous réels a et b,
ch(a +b) =chachb+shashb

sh(a +b) =shachb+chashb
ch(a —b) =chachb—shashb
sh(a —b) =shachb—chashb



Démonstration. Soient a,b € R et e € {—1,1}. On a
e**%) — ch(a + b) 4+ esh(a + b)

mais aussi, comme €2 = 1,

ea(a-i—b) _ eaaeab

cha+esha)(chb+eshb)
chachb+shashb)+e(shachb+ shachb)

(
(
Ainsi,
ch(a +b) +sh(a +b) = (chachb+shashb)+ (shachb+shachb)
ch(a +b) —sh(a+b) = (chachb+shashb) — (shachb+ shachb)

On en déduit les deux premieres égalités demandées en ajoutant et en soustrayant. Les deux
dernieres égalités s’en déduisent en remplacant b par —b et en utilsant la parité de ch et I'imparité
de sh. O

Proposition 3. Pour tout réel x,
ch2z =ch?z +sh?z =2ch?z — 1 =2sh®z +1

sh2z =2shzchz

Démonstration. Ce sont des cas particuliers de la proposition précédente. Les deux dernieres
expressions égales & ch 2z sont obtenues en utilisant ch?z —sh?z = 1. [

Corollaire 4. Pour tout réel x,

ch2z +1
hWlp=——"""
ch”z 5
o2 ch2zx —1
r=——
2

Démonstration. Résulte de
ch2z =2ch?z —1=2sh?z+1

g

Proposition 5. Pour tous réels a et b,

Sha+shb:2sha+bchagb
sha—shszsha_bcha;_b



a+b  a—>

cha+chb=2ch ch

2
b —b
he — clh = Beh 2 g @
2 2
Démonstration. Posons
a-+b ¢ a—>
fr e pry
P= =75

Onaa=p+qgetb=p—gq. Dela,

sha+shb = sh(p+q)+sh(p—q)
= (shpchqg+chpshq)+ (shpchqg— chpshgq)
= 2shpchg

D’ou la premiere égalité. Les autres égalités se démontrent de la méme facon. [J

Proposition 6. Pour tous réels a et b,

1 1

chachb= ich(a—l—b)—l—ich(a—b)
1 1

shashb = §ch(a+b) - ich(a—b)
1 1

shachb = ish(a—i—b)—i— ish(a—b)

Démonstration. Il suffit de développer le membre de droite des égalités. [

1.3 Polynémes de Tchebychev

Soient r e Ret n € N. On a
chnx + eshnx = e = ()" = (chx +eshz)”

En développant a I'aide de la formule du binéme,

n

chnx+eshnazzz " efsh* zch™* 2 =9) +¢9;
k=0 k

ou
Sl _ Z <;;) Sh2j ZEChn_2j T et52 — Z (2‘72_ 1) Sh2j+1 I‘Chn_Qj_l z
0<25<n 0<2j+1<n

On a donc
chnx +shnxr = 51+ 5
chnx —shnzx = 51— 59



En ajoutant et en soustrayant, on obtient
chnr =257 et shnzx=J5;
Remarquons que, comme sh? z = ch? z — 1, ch nz est un polynéme en ch z.
Proposition 7. Pour tout n € N, il existe un unique polynome T,, € R[X] tel que, pour tout

zeR,
T, (chz) = chnz

Démonstration. Nous avons déja montré 'existence. Supposons que T, U, conviennent. On
a alors pour tout = € R,
(T, — Up)(chz) =0

Le polynoéme T, — U,, a une infinité de racines, c¢’est donc le polynéme nul. [J

Le polynoéme T;, est le n® polynome de Tchebychewv.

Proposition 8. On a Ty =1, Th = X et pour tout n € N,

Tn+2 = 2XTn+1 T,

Démonstration. Pour tout x € R,
ch0x =1 = Tp(chz)
Clairement, Ty = 1 convient. On termine par 'unicité de ce polynéme. De méme,
chlx =chz =Ti(chz)
et T1 = X convient, c¢’est donc lui.

Rappelons que pour tous a,b € R,

a—b _a+bd

cha+chb=2ch ch 5

Soit n € N. Soit x € R. On a, en prenant a = (n + 2)z et b = nz,
ch(n+ 2)x 4+ chnz =2chxzch(n+ 1)z
d’on
Thi2(chz) + Ty (cha) = 2ch 27,41 (ch )
Le polynoéme T,12 — 2XT,,+1 + T}, a une infinité de racines, c’est donc le polynéme nul. [J

Proposition 9. Pour tout n € N, T,, est de méme parité que n. Le polynome T, est de degré
n. Sin > 1, son coefficient dominant est 2"~ 1.



Démonstration. C’est une récurrence a deux termes sur n. [

Remarque. Par la parité de T}, on a
To(—chzx) = (—1)"T,(chz) = (—=1)" chnx

On « connait » donc les valeurs prises par T, sur | — oo, —1] et sur [1, +oo[. Remarquons que
sur ces intervalles, T}, ne s’annule pas puisque la fonction ch ne s’annule pas. Il s’avere que les
valeurs intéressantes pour T, se trouvent dans le segment [—1,1]. On peut montrer que pour
tout z € R et tout n € R,

T,h(cosx) = cosnx

Mais ceci nous éloigne de notre sujet, les fonctions hyperboliques.

1.4 Linéarisation
Soient n € Net z € R. On a

n 1 T —x\n 1 . n kx _—(n—k)x 1 . n 2k—n)x
ch x:2—n(e +e %) :2nz<k>e e~ (k) :2nz<k>e( )

k=0
Le changement d’indice ¥’ = n — k montre que 1'on a aussi
ch™ z = i i n ef(Qkfn)z
2n = \k

En ajoutant et en divisant par 2, il vient

n 1 < (n
ch 3:—2?1];)<k> ch(2k — n)x

Procédons de méme pour le sinus hyperbolique. On a
sh™ r = i(ez _ e—z)n _ i i(_l)n—k n 6kxe—(n—k)z _ i i(_l)n—k n e(2k—n):v
2n 2n k 2n k
k=0 k=0
ce qui s’écrit aussi

n n 1 . n —Nn)xT
sh"z = (—1) 2712(-1)’6(}{)&”6 )

k=0
Le changement d’indice ¥’ = n — k montre que 1’on a aussi

1 ¢ E[T) —(2k—
sh" z = o Z(—l) <k:>€ (Zk—n)o
k=0
Deux cas surviennent.

e Cas 1, n est pair. En ajoutant et en divisant par 2, il vient

no 1 - n
sh" z = o Z(—l)k <k> ch(2k — n)z

k=0
e Cas 2, n est impair. Toujours en ajoutant et en divisant par 2, il vient

n _i - _1\k+1 n .
sh" z = . lgj( 1) <k> sh(2k —n)x

6



1.5 Interprétation géométrique

Proposition 10. Soient z,y € R tels que 2> — y?> = 1 et x > 0. Il existe un unique réel t tel
que x =cht et y =sht.

Démonstration. La fonction sh est une surjection de R sur R. Il existe donc ¢t € R tel que
y = sht. De la,
2?2 =1419? =1+sh?t = ch?¢

Comme z est cht sont positifs, z = cht, d’ou 'existence. Supposons maintenant que x = cht =
chu et y =sht=shwu ou t,u € R. La fonction sh étant injective, t = u, d’otu 'unicité. [

La courbe d’équation
(H) 22 —y* =1

est une hyperbole. Cette courbe est composée de deux branches symétriques 'une de 'autre par
rapport & la droite Oy. Notons (H') la branche de droite, c’est a dire

H =Hn{(z,y) €R?: 2 >0}

La proposition précédente nous dit que tout point (z,y) de (H') s’écrit de fagon unique (ch ¢, sht)
ou t € R. Remarquons qu’inversement, pour tout réel ¢, le point (cht,sht) appartient & H’'. Nous
avons donc obtenu un paramétrage de H'.

, xr = cht
(H){y — chi ,teR

Si nous appelons H” la branche de gauche de H, un paramétrage de H” est

I r = —cht
(H){y ot ,teR

2 Tangente hyperbolique

2.1 Introduction

Pour tout z € R,

shx
they = —
chx
La fonction th est impaire, de classe C* sur R. Pour tout z € R,
1
th/x = —~5 =1 —tth
ch“z

La premiére égalité montre que th’ > 0 sur R et donc que la fonction th est strictement croissante.

En remplagant ch z et shx par leur définition, on a pour tout x € R,

et — g% 621 -1 1— 67213
thx = = =
et 4 e~ % 622 +1 1 +e—2x
Lorsque x tend vers +oo, thx tend vers 1. Par imparité, lorsque x tend vers —oo, th x tend vers
—1.




FIGURE 2 — L’hyperbole H

2.2 Formules

Proposition 11. Pour tous réels a et b,

tha + thb
th(a +b) = —— 2 TH10
(a+b) =T 3
tha — thb
NG
(0 =b) =

Démonstration. Soient a,b € R. On a

th(a +b) = sh(a+0b) shachb+chashb
- ch(a +b) ~ chachb+shashbd

On en déduit la premiere égalité en divisant le numérateur et le dénominateur par chachb. La
deuxieme égalité s’obient & partir de la premiere en remplagant b par —b. [

Proposition 12. Pour tout x € R,

2thx

th2r = ———
1+ th“x

Démonstration. C’est un cas particulier de la proposition précédente. [
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FI1GURE 3 — La fonction th

3 Cotangente hyperbolique

Pour tout z € R*,

chx
thy = —
cori T sh x

La fonction coth est impaire, de classe C°° sur R* et sur RY . Pour tout € R*,

coth’ z = — =1—coth’x

sh?z

La premiére égalité montre que coth’ < 0 sur R* et donc que le fonction coth est strictement
décroissante sur R* et sur R .

En remplagant ch z et shx par leur définition, on a pour tout x € R*,

L _€x+efx_e2:p_‘_1_1+672m
cot x_ex_e—x_QQx_l_l_e—Zac

Lorsque x tend vers 400, coth x tend vers 1. Par imparité, lorsque = tend vers —oo, coth x tend
vers —1.

3.1 Formules

Proposition 13. Pour tous réels a et b tels que a # 0, b # 0,
e Sia+0b#0, alors
1+ cothacothb

th b) =
aslii@ ) coth a + coth d

e Sia—0b#0, alors
1 — cothacothb

cotha — cothb

coth(a — b) =
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FIGURE 4 — La fonction coth

Démonstration. Soient a,b € R vérifiant a 20, b#0et a+b# 0. On a

ch(a+b) chachb+shashb
th b) = =
coth(a +b) sin(a+b) shachb+chashbd

On en déduit la premiere égalité en divisant le numérateur et le dénominateur par shashb. La
deuxieme égalité s’obient a partir de la premiere en remplagant b par —b. [

Proposition 14. Pour tout x € R*,

1+ coth®z

coth 2z =
2coth z

Démonstration. C’est un cas particulier de la proposition précédente. [

4 Fonctions hyperboliques réciproques

4.1 Argument sinus hyperbolique

La fonction sh est continue, strictement croissante, sur R. C’est donc une bijection de R sur
| lim_ o, sh, lim o sh] = R. Sa réciproque est la fonction « argument sinus hyperbolique », que
nous noterons argsh. La fonction argsh est une bijection continue strictement croissante de R
sur R. Mieux, comme sh est de classe C* sur R et sh’ > 0, la fonction argsh est elle aussi de
classe C*> sur R.

Proposition 15. Pour tout réel x,

argshz = In(x + Va2 + 1)

10



Démonstration. Soit z € R. Soit y = argshz. On a shy = z, c’est a dire
ey —e V=2

ou encore, en multipliant par ¥,
e —2ze¢¥ —1=0

En posant Y = €Y, on obtient ’équation du second degré
Y?-22Y —1=0

dont le discriminant est 4(x? + 1) > 0. Cette équation a deux racines réelles distinctes qui sont

Y=x+vVaZz+1
La racine affectée du signe moins ne nous intéresse pas car Y = e¥ > 0. On a donc

e =x+vVri+1

d’ou le résultat. OJ

Proposition 16. Pour tout réel x,

1

argsh’ v = ——
. 2 +1

Démonstration. On peut tout simplement dériver ’expression de argsh x. Une autre possibilité

est d’écrire
1 1

" sh(sh (z))  ch(sh ()

argsh’ z = (sh™1)'(z)

Il reste a remarquer que

ch(sh~!(2)) = \/sh2(sh~(x)) + 1 = Va2 + |

g

4.2 Argument cosinus hyperbolique

La fonction ch est continue, strictement croissante, sur R;. C’est donc une bijection de R sur
[ch 0, lim o ch[ = [1, +00[. Sa réciproque est la fonction « argument cosinus hyperbolique », que
nous noterons argch. On a donc

argch : [1, +o0] — Ry

La fonction argch est une bijection continue strictement croissante de [1,4o00[ sur Ry. Mieux,
comme ch est de classe C® sur R, et ch’ > 0 sur R*, la fonction argch est de classe C* sur
]1, +00. En revanche, ch’0 = sh0 = 0, donc argch n’est pas dérivable en 1. Plus précisément, la
courbe de argch admet au point d’abscisse 1 une tangente verticale.

11



FIGURE 5 — La fonction argsh

Proposition 17. Pour tout réel x > 1,

argchz = In(z + Va2 — 1)

Démonstration. Soit z € R. Soit y = argchx. On a chy = «, c’est a dire
ey +e V=2

ou encore, en multipliant par e¥,
e® —2ze? +1=0

En posant Y = e¥, on obtient ’équation du second degré
Y2 -22Y +1=0
dont le discriminant est 4(z% — 1) > 0. Cette équation a deux racines réelles (distinctes si x # 1)

qui sont
YY" =x+ Va2 -1

Remarquons que le produit des racines est Y'Y” = 1. Les deux racines ont le méme signe. De
plus, Y/ +Y” =2z > 0 donc Y’ et Y sont strictement positives. Elles correspondent aux deux

réels
v,y =In(z+ Va2 -1
On a
J 4y =In(Y'Y")=In1=0

Les deux réels 3/ et 3" dont opposés. Celui qui nous intersse est positif, c’est le plus grand des

deux. Ainsi,
y=1In(x+ Va2 -1)
O

12



Proposition 18. Pour tout réel x > 1,

argch’ v = ——
s 2 —1

Démonstration. On peut tout simplement dériver I’expression de argch . Une autre possibilité
est d’écrire argch = ! ot  : Ry — [1, +00] est la bijection définie par

o(x) =cha
On a pour tout = > 1,

/ —1y/ 1 1
argeh’z = (o7 (2) = P 1(z))  sh(p1(z))

Il reste a remarquer que

sh(p ™} (@) = \Jeh?(p~1(z) — 1 = VaZ =1

Il s’agit bien de prendre la racine carrée positive, car sh(p=1(x)) > 0. O

FiGURE 6 — La fonction argch

4.3 Argument tangente hyperbolique

La fonction th est continue et strictement croissante sur R. C’est donc une bijection de R sur
Jlim_ o th,lim o th[ = ] — 1, 1[. Sa réciproque est la fonction argument tangente hyperbolique,
nous la noterons argth. La fonction argth est une bijection de | — 1, 1[ sur R. Comme th est de
classe C* sur R et th’ > 0, la fonction argth est de classe C* sur | — 1,1].

13



Proposition 19. Pour tout x € | — 1, 1],

1.1
argthxzilnli—i

Démonstration. Soit x € | —1,1[. Soit y = argthz. On a thy = = ou encore, en utilisant 'une
des expression de th,
e —1=u(e®+1)
On en déduit
1+

eV =
1—=x

d’ou le résultat. OJ

Proposition 20. Pour tout x € | — 1, 1],

argth’ o = .2

Démonstration. Pour tout x € | —1,1],
1 1
argthz = 3 In(1+z)— B In(1 —z)

De la,
1 1 1 1

1
§1+x+§1—x_1—1:2

argth’ oz =

O

Proposition 21. Pour tous a,b € | —1,1],

a+b
1+ ab

argth a + argth b = argth

Démonstration. Soient z = argtha et y = argthb. On a

a+b thx +thy

- — th
T4ab 1ithzthy  E+Y)

De 13,

argth 1a+—|—bb = argthth(x + y) = = + y = argtha + argth b
a

14
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FIGURE 7 — La fonction argth

Les calculs de la démonstration ci-dessus montrent que pour tous a,b € E =] —1,1],
a+b
*b= €
1+ ab

En effet, cette quantité est une tangente hyperbolique. L’opération x est donc une loi de com-
position interne sur E. De plus, pour tous a,b € F,

argth(a = b) = argtha + argth b

Ainsi, argth est un morphisme bijectif de (E, ) sur (R, +).
Proposition 22. (FE,*) est un groupe abélien.

Démonstration. La communtativité de * est évidente. Le neutre pour x est 0. L’opposé de
a € E pour * est —a. Soient a,b,c € E. On a

argth((a x b) x ¢) = argth(a * b) + argth ¢ = (argth a + argth b) + argth ¢
d’on, facilement, ’associativité de x. [

4.4 Argument cotangente hyperbolique

La fonction ¢, restriction de coth a RY, est continue et stritement décroissante sur R* . C'est
donc une bijection de R sur |limy coth, limg coth[ = |1, +oo[. Sa réciproque est la fonction
argument cotangente hyperbolique, que nous noterons argcoth. On a donc

argcoth : 1, +o00[ — R’

15



Comme la fonction ¢ est de classe C* sur R et que ¢’ < 0, la fonction argcoth est de classe
C® sur |1, 4o0].
Proposition 23. Pour tout réel x > 1,

z+1
z—1

argcothx = In

Démonstration. Soit x > 1. Soit y = argcothx € R%.. On a cothy = x, ce qui s’écrit encore

e+ 1=ux(e? 1)

d’ou
o2 _ z+1
r—1
puis le résultat. [
Proposition 24. Pour tout réel x > 0,
argcoth’ 1
r =—
2 2 —1

Démonstration. Soit z > 1. On a
1 1
argcothz = 3 In(x +1) — 3 In(x —1)

De 1a,
1 1

1 1 1 _
2¢+1 2x—1  22-1

argcoth’ z =

16



FIGURE 8 — La fonction argcoth
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