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Soit f : [0, 2π] −→ R.

1 Le lemme de Riemann-Lebesgue
On suppose que f est Riemann-intégrable sur [0, 2π]. On pose pour tout n ∈ N,

In(f) =
∫ 2π

0
f(x) sinnx dx

Proposition 1.0.1.
In(f) = −→

n→∞
0

Commençons par montrer ce résultat dans le cas où f est une fonction en escalier. Soit σ =
(xk)0≤k≤m une subdivision adaptée à f . Pour tout k ∈ J0,m− 1K, soit yk la valeur de f sur
l’intervalle ]xk, xk+1[. On a

In(f) =
m−1∑
k=0

yk

∫ xk+1

xk

sinnx dx = 1
n

m−1∑
k=0

yk(cosnxk − cosnxk+1)

De là,

|In(f)| ≤ 2
n

m−1∑
k=0

|yk|

et donc, In(f) tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini.

Prenons maintenant f quelconque. Soit ε > 0. Par l’intégrabilité de f , il existe φ,ψ en escalier
sur [0, 2π] telles que φ ≤ f ≤ ψ et

∫ 2π
0 (ψ − φ) ≤ ε/2. Soit n ∈ N. Pour tout t ∈ [0, 2π],

|(f(t) − φ(t)) sinnt| ≤ f(t) − φ(t) ≤ ψ(t) − φ(t)

De là,

|In(f) − In(φ)| =
∣∣∣∣∫ 2π

0
(f(t) − φ(t)) sinnt dt

∣∣∣∣ ≤
∫ 2π

0
(ψ − φ) ≤ ε
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Comme φ est en escalier, In(φ) tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini. Soit N ∈ N tel que pour
tout n ≥ N , |In(φ)| ≤ ε/2. Pour tout n ≥ N ,

|In(f)| = |In(f) − In(φ)| + |In(φ)| ≤ ε

2 + ε

2 = ε

Ainsi, In(f) tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini.

2 Valeurs absolues
On suppose que f est continue sur [0, 2π]. On pose pour tout n ∈ N,

In =
∫ 2π

0
f(x)| sinnx| dx

Proposition 2.0.2.
In = −→

n→∞
2
π

∫ 2π

0
f

Découpons l’intégrale sur les intervalles [kπ/n, (k + 1)π/n], où k ∈ J0, 2n− 1K. Par Chasles,

In =
2n−1∑
k=0

∫ (k+1)π/n

kπ/n
f(x)| sinnx| dx =

2n−1∑
k=0

In,k

Dans In,k, posons x = t/n+ kπ/n. Il vient

In,k = 1
n

∫ π

0
f

(
t

n
+ kπ

n

)
| sin(t+ kπ)| dt = 1

n

∫ π

0
f

(
t

n
+ kπ

n

)
sin t dt

En appliquant la première formule de la moyenne, il existe ck ∈ [0, π] tel que

In,k = 1
n
f

(
ck

n
+ kπ

n

) ∫ π

0
sin t dt = 2

n
f

(
ck

n
+ kπ

n

)
Posons ξk = ck/n+ kπ/n. On a ξk ∈ [kπ/n, (k + 1)π/n] et

In,k = 2
n
f(ξk)

Ainsi,

In = 2
n

2n−1∑
k=0

f(ξk)

Considérons la subdivision régulière de l’intervalle [0, 2π]

σn = (kπ/n)0≤k≤2n

Pointons cette subdivision avec
Ξn = (ξk)0≤k≤2n−1
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En posant Sn = (σn,Ξn), la somme de Riemann associée à f et Sn est

R(f, Sn) = π

n

2n−1∑
k=0

f(ξk)

Ainsi,

In = 2
π

R(f, Sn) −→
n→∞

2
π

∫ 2π

0
f
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