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Soit f : [0,27] — R.

1 Le lemme de Riemann-Lebesgue

On suppose que f est Riemann-intégrable sur [0, 27]. On pose pour tout n € N,

I,(f) = 0% f(z)sinnzx dx

Proposition 1.0.1.
In(f)=—10

n—oo

Commencons par montrer ce résultat dans le cas ou f est une fonction en escalier. Soit ¢ =
(xk)o<k<m une subdivision adaptée a f. Pour tout k € [0,m — 1], soit y; la valeur de f sur
I'intervalle |z, g+1[. On a

m—1

Th+1 1
Z yk/ sinnzdr = — Z yr(cosnxy — cosnTyy1)
n
k=0
De 14,
2 m—
)| < n Z Y|

et done, I,,(f) tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

Prenons maintenant f quelconque. Soit € > 0. Par I'intégrabilité de f, il existe o, en escalier
sur [0, 27] telles que ¢ < f < 1) et fo%(w —¢) < ¢/2. Soit n € N. Pour tout ¢ € [0, 27],

[(f(t) — (b)) sinnt] < f(t) —o(t) < p(t) — o(t)
De 13,

() =) = | [0 — et simntat] < [T - <

| ™



Comme ¢ est en escalier, I,,(¢) tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Soit N € N tel que pour
tout n > N, |I,(p)| < e/2. Pour tout n > N,

10 ()] = In(f) = In(@)] + [In(0)| <

N ™

Ainsi, I,(f) tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini.

2 Valeurs absolues

On suppose que f est continue sur [0,27]. On pose pour tout n € N,

2m
I, :/ f(z)|sinnzx| dz
0

Proposition 2.0.2.

Découpons 'intégrale sur les intervalles [k7/n, (k+ 1)m/n], ou k € [0,2n — 1]. Par Chasles,

2n—1 (k+1)7/n 2n—1
I, = Z / f(z)| sinnzx| de = Z Ik
k=0 Jh/n k=0

Dans I,, ;, posons x = t/n + kr/n. Il vient

1 [m t k 1 /7 t k
InJc:*/ f<—|—7T> |sin(t+k:7r)]dt:f/ f<+7r> sin ¢ dt
n Jo n n n.Jo n n

En appliquant la premiére formule de la moyenne, il existe ¢ € [0, 7| tel que

1 kr\ [T 2 k
Lnp=—~f (c’“+ﬂ)/ sintdt = - f (Ck—i-F)
n” \n n /) Jo n’ \n n

Posons &, = cx/n + kr/n. On a & € [kn/n, (k+ 1)7/n] et

Tk = £(&)

Ainsi,
2n—1

k=0

Considérons la subdivision réguliere de l'intervalle [0, 27]

on = (km/n)o<k<on

Pointons cette subdivision avec
En = (&)o<k<on—1



En posant S,, = (oy,, Ey,), la somme de Riemann associée a f et S, est

2n—1

R(f.Su) == 3 F(&)
k=0

Ainsi,

2 2 27

n—oo 0



