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Considérons l’égalité
(E) ab = ba

où (a, b) ∈ N2. Remarquons que tous les couples (a, a) vérifient (E). Également,
si (a, b) vérifie (E) alors (b, a) aussi. Nous pouvons donc nous restreindre aux
couples (a, b) tels que a > b.

Lemme 1. Soit b ∈ N tel que b ≥ 2. Pour tout n ≥ 2, bn ≥ n+ 2.

Démonstration. Récurrence, ou alors Newton. �

Proposition 2. Soient a, b ∈ N tels que a > b. On a ab = ba si et seulement
si a = 4 et b = 2.

Démonstration. Évidemment, 24 = 42. Inversement, supposons ab = ba.
Comme a0 = 1 alors que 0a = 0, on a en fait a > b ≥ 1. Mieux, a1 = a alors
que 1a = 1, donc a > b ≥ 2.

Notons δ = pgcd(a, b) et écrivons a = δα, b = δβ où α ∧ β = 1. L’égalité (E)
s’écrit

δbαb = δaβa

ou encore
αb = δa−bβa

Ainsi, β divise αb. Or, β est premier avec αb, donc β = 1. On a donc b = δ, d’où
a = bα. L’égalité (E) devient

bbαb = bbα

ou encore
αb =

(
bα−1

)b
Ainsi,

α = bα−1

Comme a = bα et a > b, on a α ≥ 2. Pour tout α ≥ 3, α − 1 ≥ 2 et donc, par
le lemme,

bα−1 ≥ α+ 1 6= α

On en déduit que α = 2. De là, α = 2 = bα−1 = b puis a = bα = 4. �
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