Soit (F},)n>0 la suite de Fibonacci, définie par
Fo = 0,F1 = 1,‘v’n Z O,Fn+2 = Fn+1 + Fn

1. On montre par récurrence sur n que Vn > 0, F;, A Fj,y1 = 1.
C’est évident lorsque n = 0. Si 'on suppose la propriété vraie pour un entier naturel n, alors,
d’aprés Bézout, Ju,v € Z,uF,, + vF,11 = 1, dott u(Fyy2 — Frq1) + vF,41 = 1, et on termine par
Bézout.
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C’est une simple récurrence sur n, utilisant que M"T! = M™M. On convient de poser F_; = 1
pour que I’égalité ait un sens lorsque n = 0.

3. On a
(x)vm,n e Nym <n,F, = F_Frn1+ Fn Fr—mt1

Il suffit d’écrire que M™ = M™~ ™M™, et regarder le coefficient ligne 2, colonne 1 des matrices.

Remarque : L’égalité (*) peut fort bien étre démontrée par récurrence sur n, n > m, sans
recours aux matrices. Elle est trivialement réalisée pour n = m et n = m + 1, et le passage des
rangs n et n + 1 au rang n + 2 se fait en additionnant simplement des égalités.

4. Soient m,n € N;m < n. Soit d € N. Alors
d | Fn _[d | Fn
d | F, d | Fopm
En effet, d’aprés (x), si d | Fy, et d | Fy—m, alors d divise le membre droit de ’égalité, donc
d | F,. Inversement, si d | Fy, et d | F,, alors, toujours d’aprés (x), d | Fy—mFr—1. Mais on a

vu que F), et F,,_; sont premiers entre eux. Donc, grace au théoréme de Gauss, on conclut que
d| Frnem.

5. Soient m,n € N,n > m. On écrit la division euclidienne de n par m : n = gm+r, avec 0 < r < m.
Alors, pour tout entier naturel d, on a

d | F, o d | Fn
d | Fn d | F
Il suffit d’itérer le résultat précédent (ou de faire une récurrence si on est consciencieux). L’entier

d divise F,, et F,, si et seulement si il divise F,, et F),,_,,, si et seulement si il divise F;,, et Fy,_n_m,
.-+, si et seulement si il divise Fy, et Fj_gm.

6. Soient m et n deux entiers naturels. On a
Fm A Fn = ImAn

C’est une application directe de I'algorithme d’Euclide sur le résultat précédent. On construit
la suite des restes des divisions euclidiennes successives formées a partir de m et n :

rr=n mod m,ro =m modry,r3=7r;y modry,---

Le dernier reste non nul est le PGCD § de m et de n. On a alors

d | F, d | Fp d | Fs
{d|Fm @{lerl @m@{leo < d| Fs

Le plus grand diviseur commun de F,,, et F,, est donc Fj.



