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1 Introduction

1.1 Densité

Pour tout entier n ≥ 1, on note Nn = J1, nK.

Soit r ∈ N∗. Pour tout n ≥ 1 et toute partie E de (N∗)r, notons

En = E ∩ (Nn)r

Définition 1. Une partie E de (N∗)r possède une densité si |En|/nr a une
limite lorsque n tend vers l’infini. La densité de E est alors

D(E) = lim
n→∞

|En|
nr

Intuitivement, la densité de E est la « proportion » d’éléments de (N∗)r qui
appartiennent à E. Dans la suite de l’article, r désigne un entier supérieur ou
égal à 2.

1.2 Une partie de (N∗)r

Nous allons nous intéresser à l’ensemble des r-uplets d’entiers qui sont premiers
entre-eux, c’est à dire à l’ensemble

Gr = {(u1, . . . , ur) ∈ (N∗)r : pgcd(u1, . . . , ur) = 1}

L’objet de l’article est de montrer que Gr possède une densité et de calculer
cette densité. Voici G2

53. Les éléments de G2
53 sont les pixels noirs.
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Figure 1 – L’ensemble G2
53

La figure ci-dessous montre |G2
n|/n2 pour n ∈ J1000, 5000K. On constate un

comportement assez compliqué de cette quantité, mais lorsque n augmente, les
valeurs possibles de celle-ci semblent se resserrer, ce qui est un signe d’une
possible convergence.

Figure 2 – |G2
n|/n2

1.3 Première approche

Quelle est la densité ` de Gr ? Un argument heuristique est le suivant. Tout
r-uplet (a1, . . . , ar) ∈ (N∗)r s’écrit de façon unique a1 = δu1, . . . , ar = δur où
δ = pgcd(a1, . . . , ar) et (u1, . . . , ur) ∈ Gr. On a donc

(N∗)r =
∞⋃
δ=1

δGr

et la réunion est disjointe. Quelle est la densité de δGr ? Pour tout n ≥ 1,

(δGr)n = (δGr) ∩ Nrn = δGrbn/δc
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et donc
|(δGr)n| = |Grbn/δc|

On en déduit
1

nr
|(δGr)n| =

1

δr

|Grbn/δc|
(n/δ)r

−→
n→∞

`

δr

Ainsi,

D(δGr) =
`

δr

De là,

1 = D((N∗)r) =
∞∑
δ=1

D(δGr) =
∞∑
δ=1

`

δr

d’où

`

∞∑
δ=1

1

δr
= `ζ(r) = 1

et donc ` = 1/ζ(r) où ζ est la fonction de Riemann. Ce « raisonnement »
comporte deux failles.

• Nous ne savons pas si D(Gr) existe, ce qui est évidemment une énorme
faille.

• Contrairement à une probabilité, la fonction de densité D n’est pas dé-
nombrablement additive. Par exemple, (N∗)r est une réunion dénom-
brable disjointe de singletons qui sont de densité nulle, alors que la densité
de (N∗)r est égale à 1.

Nous allons effectivement montrer que D(Gr) existe et vaut 1/ζ(r) mais pour
cela il va nous falloir travailler un peu.

2 La fonction de Möbius

2.1 La fonction µ

Définition 2. La fonction de Möbius est la fonction µ : N∗ −→ {−1, 0, 1}
définie pour tout n ∈ N∗ par

• µ(n) = 0 si n possède un facteur carré.
• µ(n) = (−1)k si n est le produit de k nombres premiers distincts, où
k ∈ N.

En particulier, µ(1) = 1 car 1 est le produit de zéro nombre premier distinct. La
fonction de Möbius vérifie de nombreuses propriétés et joue un rôle important
en théorie des nombres. Les premières valeurs de la fonction µ sont données
dans le tableau ci-dessous.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
µ(n) 1 −1 −1 0 −1 1 −1 −1 1 1 −1 0 −1

Voici le graphe de µ sur l’intervalle J1, 100K.
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Figure 3 – La fonction de Möbius

2.2 Une propriété importante

Proposition 1. Pour tout entier n ≥ 2,∑
d|n

µ(d) = 0

Démonstration. Soit n ≥ 2. Posons

n = pα1
1 . . . pαk

k

où k ≥ 1, les pi sont des nombres premiers distincts et les αi des entiers non
nuls. Les diviseurs de n sont les entiers

d = pβ1

1 . . . pβk

k

où, pour tout i ∈ J1, kK, βi ∈ J0, αiK. Pour un tel diviseur d, si l’un des βi est
différent de 0 ou 1, µ(d) = 0. Pour tout j ∈ J0, kK il y a

(
k
j

)
diviseurs d de

n qui sont le produit de j nombres premiers choisis parmi p1, . . . , pk. Pour ces
diviseurs, on a µ(d) = (−1)j . Ainsi,

∑
d|n

µ(d) =

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
= (1− 1)k = 0

�

2.3 Une série reliée à µ

Une série va jouer un rôle central dans la suite de l’article. Il s’agit de la série

∞∑
k=1

µ(k)

kr
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Cette série est absolument convergente. En effet, pour tout k ∈ N∗,∣∣∣∣µ(k)kr

∣∣∣∣ ≤ 1

kr

Comme r ≥ 2, 1/kr est le terme général d’une série de Riemann convergente.
Nous allons déterminer la somme de cette série. Pour cela, commençons par
un lemme qui est un cas particulier d’un résultat plus général sur les séries de
Dirichlet.

Lemme 2. Soient
∑
n≥1

an
nr et

∑
n≥1

bn
nr deux séries absolument conver-

gentes à termes réels ou complexes. On a alors∑
n≥1

an
nr

∑
n≥1

bn
nr

=
∑
n≥1

cn
nr

où
cn =

∑
d|n

adbn/d

Démonstration. Les deux séries
∑
n≥1

an
nr et

∑
n≥1

bn
nr sont absolument conver-

gentes. Par le théorème de Fubini, la famille (anbm/(mn)r)(n,m)∈N∗×N∗ est som-
mable et

A =

∞∑
n=1

an
nr

∞∑
m=1

bm
mr

=
∑

(n,m)∈N∗×N∗

anbm
(mn)r

Posons k = mn dans l’expression ci-dessus. Le théorème de sommation par
paquets permet de regrouper les termes à k constant pour obtenir

A =

∞∑
k=1

(
1

kr

∑
mn=k

anbm

)

=

∞∑
k=1

 1

kr

∑
n|k

anbk/n


=

∞∑
k=1

ck
kr

�

Proposition 3.
∞∑
k=1

µ(k)

k2
=

1

ζ(r)

Démonstration. Considérons les deux séries
∑∞
k=1

µ(k)
kr et

∑∞
m=1

1
mr . Ces
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deux séries sont absolument convergentes. Par le lemme 2,

∞∑
k=1

µ(k)

kr

∞∑
m=1

1

mr
=

∞∑
n=1

cn
nr

où
cn =

∑
d|n

µ(d)

Par la proposition 1, si n ≥ 2 alors cn = 0. Ainsi,

∞∑
k=1

µ(k)

k2

∞∑
m=1

1

m2
= c1 = 1

�

3 La densité de Gr

3.1 Formule du crible

Proposition 4. Pour tout n ≥ 1,

|Grn| =
∞∑
k=1

µ(k)
⌊n
k

⌋r

La somme ci-dessus est en réalité une somme finie, puisque la partie entière est
nulle dès que k > n.

Démonstration. Notons P l’ensemble des entiers premiers positifs. Soit n ≥ 1.
Pour tout p ∈ P, soit

Sp = {(u1, . . . , ur) ∈ Nrn : p | u1, . . . , p | ur}

Des entiers sont premiers entre-eux si et seulement si ils n’ont aucun facteur
premier commun. On a donc

|Grn| = |Nrn \
⋃
p∈P

Sp|

La réunion ci-dessus est en réalité une union finie. En effet, pour tout p > n,
Sp = ∅. Par la formule du crible,

|Grn| = |Nrn| −
∞∑
j=1

(−1)j−1
∑

p1<...<pj

|Sp1 ∩ . . . ∩ Spj |

La somme sur j et les sommes sur p1, . . . , pj sont en fait des sommes finies. Pour
tout j ≥ 1, soient p1, . . . , pj des nombres premiers distincts. Soit (u1, . . . , ur) ∈
Nrn. On a (u1, . . . , ur) ∈ Sp1 ∩ . . . ∩ Spj si et seulement si chacun des pi divise
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u1, . . . , ur, c’est à dire si et seulement si le produit des pi divise u1, . . . , ur. On
a donc

|Sp1 ∩ . . . ∩ Spj | =
⌊

n

p1 . . . pj

⌋r
Ainsi,

|Grn| = nr +

∞∑
j=1

(−1)j
∑

p1<...<pj

⌊
n

p1 . . . pj

⌋r
Comparons avec la somme donnée par la proposition. Soit k ≥ 1. Si k = 1
alors µ(k) bn/kcr = nr. Si k ≥ 2 a un facteur carré alors µ(k) bn/kcr = 0.
Enfin, si k = p1 . . . pj est le produit de j nombres premiers distincts, alors
µ(k) bn/kcr = (−1)j bn/(p1 . . . pj)cr. �

3.2 Densité, enfin

Proposition 5. Lorsque n tend vers l’infini,

|Grn|
nr
−→

∞∑
k=1

µ(k)

kr

Démonstration.

|Grn| −
∞∑
k=1

µ(k)
(n
k

)r
=

∞∑
k=1

µ(k)
⌊n
k

⌋r
−
∞∑
k=1

µ(k)
(n
k

)r
=

n∑
k=1

µ(k)
⌊n
k

⌋r
−
∞∑
k=1

µ(k)
(n
k

)r
=

n∑
k=1

µ(k)
(⌊n
k

⌋r
−
(n
k

)r)
−

∞∑
k=n+1

µ(k)
(n
k

)r
= S1 − S2

Pour tout x ∈ R+,

|xr − bxcr | = (x− bxc)
r−1∑
k=0

xk bxcr−1−k

On a x− bxc ≤ 1 et pour tout k ∈ J0, r − 1K,

xk bxcr−1−k ≤ (x+ 1)r−1

De là,
|xr − bxcr | ≤ r(x+ 1)r−1
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On a donc

|S1| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

µ(k)
(⌊n
k

⌋r
−
(n
k

)r)∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=1

∣∣∣⌊n
k

⌋r
−
(n
k

)r∣∣∣
≤ r

n∑
k=1

(n
k
+ 1
)r−1

≤ r

n∑
k=1

(
2n

k

)r−1
= r2r−1nr−1

n∑
k=1

1

kr−1

Ici, il s’agit de distinguer selon que r = 2 ou pas. Si r ≥ 3,
n∑
k=1

1

kr−1
≤ ζ(r − 1)

et
1

nr
r2r−1nr−1ζ(r − 1) =

1

n
r2r−1ζ(r − 1) = O

(
1

n

)
−→
n→∞

0

Ainsi, S1/n
r tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini. Dans le cas où r = 2,

n∑
k=1

1

kr−1
=

n∑
k=1

1

k
= Hn

où Hn est le kième nombre harmonique. On a

1

nr
r2r−1nr−1Hn =

1

n
2Hn = O

(
lnn

n

)
−→
n→∞

0

Ainsi, S1/n
2 tend aussi vers 0 lorsque n tend vers l’infini. Passons à la deuxième

somme.

|S2| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

µ(k)
(n
k

)r∣∣∣∣∣ ≤ nr
∞∑

k=n+1

1

kr
= nrO

(
1

nr−1

)
= O(n)

De là,
S2

nr
=

1

nr
O(n) = O

(
1

nr−1

)
et donc S2/n

r tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini. �

Remarquons que nous avons aussi obtenu la vitesse de convergence de |G
r
n|
nr vers

sa limite.

• Si n = 2,
|G2

n|
n2

=

∞∑
k=1

µ(k)

k2
+O

(
lnn

n

)
La convergence est dans ce cas relativement lente. Nous avons déjà re-
marqué ce phénomène au début de l’article.
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• Si n ≥ 3,
|Grn|
nr

=

∞∑
k=1

µ(k)

kr
+O

(
1

n

)
La convergence est cette fois-ci (un peu) plus rapide.

En réunissant les propositions 3 et 5 nous obtenons la

Proposition 6. L’ensemble Gr possède une densité qui est

D(Gr) =
1

ζ(r)

3.3 Compléments

Voici D(Gr) pour les premières valeurs de r.

r D(Gr)
2 0.607890
3 0.831907
4 0.923938
5 0.964387
6 0.982953
7 0.991720
8 0.995939
9 0.997996
10 0.999006

Et voici la courbe de x 7−→ 1 − 1/ζ(x) pour x ∈ [1, 20]. Lorsque x tend vers
l’infini, 1/ζ(x) tend vers 1. Informellement, pour le problème qui nous intéresse,
plus r est « grand », plus la « probabilité » que r entiers soient premiers entre
eux est « grande » et cette probabilité tend vers 1 lorsque r tend vers l’infini.
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Figure 4 – L’inverse de ζ

4 Un autre problème

Quelle est la « probabilité » que r entiers soient premiers entre eux deux à deux ?
Plus formellement, pour tout r ≥ 1 soit

F r = {(u1, . . . , ur) ∈ (N∗)r : ∀i 6= j,pgcd(ui, uj) = 1}

La question est de savoir si F r possède une densité. En cas de réponse positive,
quelle est cette densité ? Cette question est plus délicate que celle dont nous nous
sommes occupés et nécessite un article à elle seule. Nous nous contenterons de
la réponse. Rappelons que P est l’ensemble des nombres premiers.

Proposition 7. L’ensemble F r possède une densité qui est

D(F r) =
∏
p∈P

(
1− 1

p

)r−1(
1 +

r − 1

p

)

Voici les premières valeurs de D(F r).

r D(F r)
2 6.0793× 10−1

3 2.8675× 10−1

4 1.1488× 10−1

5 4.0930× 10−2

6 1.3325× 10−2

7 4.0346× 10−3

8 1.1504× 10−3

9 3.1171× 10−4

10 8.0813× 10−5
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Et voici D(F r) pour r ∈ J1, 100K. Contrairement au problème qui nous a occupés
tout au long de cet article, lorsque r tend vers l’infini, D(F r) tend vers 0. Plus
r est « grand », plus la « probabilité » que r entiers soient premiers entre eux
deux à deux est « petite » et cette probabilité tend vers 0 lorsque r tend vers
l’infini. Par exemple,

D(F 100) < 10−76

Figure 5 – D(F r)
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