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Pour tout entier n ≥ 1, on note Zn l’anneau des entiers modulo n.

On se donne deux entiers naturels non nuls a et b. Considérons l’application f : Zab −→ Za ×Zb

définie pour tout x ∈ Z par
f(x + abZ) = (x + aZ, x + bZ)

Cette application est bien définie parce que si x ≡ x′ mod ab alors x ≡ x′ mod a et x ≡ x′ mod b.

Proposition 1. L’application f est un morphisme d’anneaux.

Démonstration. Soient x, y ∈ Z. On a

f((x + abZ) + (y + abZ)) = f((x + y) + abZ)
= (x + y + aZ, x + y + bZ)
= ((x + aZ) + (y + aZ), (x + bZ) + (y + bZ))
= (x + aZ, x + bZ) + (y + aZ, y + bZ)
= f(x + abZ) + f(y + abZ)

De même,

f((x + abZ) × (y + abZ)) = f((xy) + abZ)
= (xy + aZ, xy + bZ)
= ((x + aZ) × (y + aZ), (x + bZ) × (y + bZ))
= (x + aZ, x + bZ) × (y + aZ, y + bZ)
= f(x + abZ) × f(y + abZ)

Enfin, f(1 + abZ) = (1 + aZ, 1 + bZ). □

Proposition 2. Si a ∧ b = 1, alors f est un isomorphisme.

Démonstration. Supposons a ∧ b = 1. Soit x ∈ Z. Supposons que x + abZ ∈ ker f . On a alors
x + aZ = aZ et x + bZ = bZ, c’est à dire a divise x et b divise x. Comme a et b sont premiers
entre eux, ab divise x donc x + abZ = abZ. Ainsi, f est injective. De plus,

|Zab| = |Za × Zb| = ab

1



donc f est bijective. □

On généralise facilement à un produit d’un nombre d’entiers quelconque. Si n ≥ 1 et a1, . . . , an

sont n entiers naturels non nuls premiers entre eux deux à deux, alors l’application f : Za1...an −→
Za1 × . . . × Zan définie par

f(x + a1 . . . anZ) = (x + a1Z, . . . , x + anZ)

est un isomorphisme d’anneaux.

Il est possible d’obtenir une expression explicite de f−1. Soit n ≥ 1. Soient a1, . . . , an des entiers
naturels non nuls premiers entre eux deux à deux. Pour tout i ∈ J1, nK, soit

âi =
∏
j ̸=i

aj

Proposition 3. Les entiers â1, . . . , ân sont premiers entre eux dans leur ensemble.

Démonstration. Supposons le contraire. Soit p un nombre premier qui divise les âi. Comme
p divise ân = a1 . . . an−1, il existe par le lemme d’Euclide j ∈ J1, n − 1K tels que p divise aj .
Les ai étant premiers entre eux deux à deux, aj est premier avec âj . Contradiction, puisqu’on a
supposé que p divise âj . □

Les âi étant premiers entre eux dans leur ensemble, il existe u1, . . . , un ∈ Z tels que
n∑

i=1
uiâi = 1

Soit
z =

n∑
i=1

uiâixi

Pour tout j ∈ J1, nK et tout i ̸= j, âi ≡ 0 mod aj . On a donc

z ≡ uj âjxj mod aj

Or,
uj âj = 1 −

∑
i ̸=j

uiâi ≡ 1 mod aj

d’où z ≡ xj mod aj .

Ainsi, f−1 : Za1 × . . . × Zan −→ Za1...an est définie pour tous x1, . . . , xn ∈ Z par

f−1(x1 + a1Z, . . . , xn + anZ) =
n∑

i=1
uiâixi + a1 . . . anZ
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