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Pour tout entier n > 1 et tout réel k, notons

op(n) =Y _d*

d|n
Pour tout entier naturel non nul n, notons D(n) 'ensemble des diviseurs positifs
de n.

Soient @ et b deux entiers naturels non nuls. Clairement, si d € D(a) et d’ € D(b),
alors dd’' € D(ab). Considérons l'application

f:D(a) x D(b) — D(ab)

définie par

f(d,d) = dd

Proposition 1. Soient a,b € N*. On suppose que a et b sont premiers
entre-euzx. Alors, f est une bijection.

Démonstration. Soient (dy,d}) et (da,d}) deux éléments de D(a) x D(b).
Supposons que f(dy,d}) = f(da,d}). On a donc did] = dodh. Lentier d; divise
dadly. dy divise x et dfy divise y qui est premier avec x. Facilement, dq A d) = 1.
Par le lemme de Gauss, d; divise do. De méme, do divise dy, et donc d; = ds.
En reportant, on déduit d} = dj. Ainsi, f est injective.

Montrons que f est surjective. Soit d € D(ab). Soient d = aAd et d’ =bAd.
On a (d',d") € D(a) x D(b). Montrons que f(d',d") = d.

Remarquons que, a et b étant premiers entre-eux, d’ et d’ sont premiers entre-
eux. Ecrivons a = k'd’ et b = k"d" ou k', k" € N*.
d' divise d et d” divise d. Comme d’ et d” sont premiers entre-eux, d’'d” divise

d.

Comme d' = a Ad, il existe u’,v" € Z tels que d’ = v'a+ v'd. De méme, il existe
u”,v" € Z tels que d’ = u”b+v"d. On a

d'd’ (v'a+v'd)(u"b+0"d)

w'uab+Vd



ou V =vv"a+u"v'b+ v'v"d. Comme d divise ab, d divise aussi v'u"ab + Vd.
Ainsi, d divise d'd".

Finalement, d'd” = d. On en déduit que f est surjective. Remarquons que nous
avons explicité la réciproque de f. C’est la fonction

g : D(ab) — D(a) x D(b)

définie par
g(d) =(aNnd,bAA)

O

Proposition 2. Soient a,b € N* et k € R. On suppose a et b premiers
entre-eux. Alors,
ok(ab) = Uk((l)ok(b)

Démonstration.

Ok (ab)

> &

deD(ab)

_ Z (d/d//)k

(d,d")ED(a) x D(b)

_ Z Z d/kd//k

d’€D(a) d” €D(b)

— Z d/k Z d//k

deD(a)  d"eD(b)
= o(a)or(b)

O

Proposition 3. Soit k € R. Soitr € N. Soient ay,...,a, r entiers naturels
non nuls premiers entre-eux deux & deux. Alors,

Ok <Hal> = HO’k (ai)

Démonstration. Montrons-le par récurrence sur r. C’est clair si r = 0, car
dans ce cas les deux membres de ’égalité valent 1. Soit r € N. Supposons la
propriété vérifiée pour r. Soient aj,...,a,+1 r + 1 entiers non nuls premiers
entre-eux deux a deux. Alors, ay ... a, est premier avec a,1. Par la proposition

précédente,
r+1 r
or | [Jai) =on ai | ox(ary1)
=1 =1

On conclut ensuite grace a ’hypothése de récurrence. O



Proposition 4. Soit p un nombre premier. Soit « € N. Soit k € R.

e op(p*) =a+1.
e Sik #0, alors
pk(a+1) -1

pr—1

(03

or(p”) =

Démonstration. Les diviseurs de p* sont 1,p, p?,...,p*. On a donc

Tout d’abord,

§=0
Supposons maintenant k = 0, de sorte que p* # 1. On a alors

o (pk)a+1 -1
Uk(p ) - pk 1
d’oul le résultat. O

Notons P ’ensemble des nombres premiers positifs. Pour tout entier naturel non
nul n et tout p € P, soit v,(n) la valuation p-adique de n, c’est & dire le plus
grand entier naturel a tel que p® divise n. Rappelons que pour tout n € N*,

n = H pl’p(”)

pEP

Proposition 5. Soit n € N*. Soit k € R.

e Ona

o Sik#0,

vp(n

Démonstration. Les entiers p“»(™ sont premiers entre-eux deux a deux. [

Voici 6(n) en fonction de n pour 1 < n < 103.



