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Résumé

Etant donné un entier p > 1, Pensemble K(RP) des compacts non
vides de R? peut étre muni d’une structure d’espace métrique complet au
moyen de la distance de Hausdorff. A partir d’un nombre fini d’applica-
tions contractantes de R? vers lui-méme, on peut construire une applica-
tion contractante de K(RP) vers lui-méme. Cette application posséde un
unique point fixe, qui peut étre approché par les termes d’une suite récur-
rente de compacts non vides. On estime l'erreur commise en approchant
ce point fixe par un terme de la suite, puis on illustre par un exemple
simple et classique : la courbe de von Koch.

Dans tout I'article, p désigne un entier non nul. L’espace vectoriel R? est muni
d’une norme || ||. On note d la distance associée.

1 Distance d’un point & une partie non vide de
RP

1.1 Introduction

Soit z € RP. Soit A C R? non vide. L’ensemble
E ={d(z,a):a€ A}

est une partie non vide de R minorée par 0. Elle admet donc une borne infé-
rieure..

Définition 1. La distance de a & A est

d(z,A) = inf{d(z,a) : a € A}

Exemple. Soit a € RP. Soit 7 > 0. Prenons A = B(a,r), la boule fermée de
centre a et de rayon r. Soit © € RP. Si x € A alors, évidemment, d(x, A) = 0.
Supposons x ¢ A. Notons D = d(z, a), de sorte que D > r. Soit u = %(x —a).
Soit y € A. On a

d(z,y) > d(a,x) —d(a,y) > D —r



Ainsi, d(z, A) > D — r. De plus, en prenant y = a + ru € A, on a
d(z,y) =d(a+ru,a+ Du) = ||(r — D)ul|=|r—D|=D —r

Ainsi,
d(z,A) =d(xz,a) —r

Remarquons que, dans tous les cas,

d(z, A) = max(0,d(z,a) — )

Proposition 1. Soit A C R? non vide. La fonction v — d(z, A) est
1-lipschitzienne.

Démonstration. Soient x,y € RP. Soit a € A. On a
d(z, A) < d(z,a) < d(z,y) + d(y,a)

et donc
d(ya a’) > d(mv A) - d(IC, y)

Ainsi, d(z, A) — d(z,y) minore {d(y,a) : a € A}, donc

ou encore

En échangeant les roles de x et y, on a aussi

Finalement,

(]

1.2 Ensembles compacts

Rappelons briévement la notion d’ensemble compact. Un ensemble A C R? est
compact lorsque de toute suite d’éléments de A on peut extraire une suite qui
converge dans A. Les parties compactes de R? sont les ensembles qui sont fermés
et bornés.

On note IC(RP) ensemble des parties compactes non vides de RP.

K(RP) = {A CRP, A compact, A # (}}

Par exemple, les boules fermées sont compactes.



Proposition 2. Soit A € K(RP). Soit x+ € RP. Il existe a € A tel que
d(z,A) = d(z,a).

Démonstration. Soit (a,),en une suite de points de A telle que d(z,a;,)
converge vers d(x, A). L’ensemble A est compact, il existe donc une suite extraite
(@y(n))nen de la suite (a,)nen qui converge vers a € A. La suite de terme général
d(, ap(n)) converge alors vers d(z,a), mais aussi vers d(x, A). Ainsi,

d(z,A) = d(z,a)

O
1.3 J-voisinages

Définition 2. Soient A C RP non vide et § > 0. Le d-voisinage de A est

A° = {z € RP : d(z, A) < 6}

Lorsque nous aurons défini la distance de Hausdorff, nous pourrons justifier
lappellation de « voisinage ». On étend cette définition & 6 = 0 en posant

A% = A.

Proposition 3. Soient A € K(RP) et § > 0. On a

A’ ={zx eRP:3Jac A d(z,a) <8}

Démonstration. Soit x € A°. 1l existe a € A tel que d(z, A) = d(x, a). Pour

un tel a, d(x,a) < 4. Inversement, soit x € RP. Supposons qu'il existe a € A tel
que d(x,a) < 6. Par définition de d(x, A), on a d(z, A) < § et donc z € A°. O

Exemple. Soit a € RP. Soit » > 0. Reprenons I’exemple de A = B(a,r), la
boule fermée de centre a et de rayon r. Facilement, on a pour tout § > 0,

A% = B(a,r + 9)

Proposition 4. Pour tout A € K(RP) et tout § > 0, A° € K(RP).

Démonstration. Tout d’abord, A C A% donc A? est non vide. Soit R > 0 tel
que pour tout a € A, ||a|| < R. Soit # € A°. 1l existe a € A tel que d(a,r) < R.
De 14,

2] <[l —all +[lal <6+ R

L’ensemble A% est donc borné.



Soit (), > 0 une suite d’éléments de A% convergeant vers z € R?. Soit & > 0.
Comme z, € A°, il existe a,, € A tel que d(x,,a,) < 6. L’ensemble A étant
compact, on peut extraire de (a,) une suite (a,(y)) qui converge vers a € A. La
suite (2y(n)), extraite de (x,), converge encore vers z. Pour tout j > 0, on a
d(Ay(n), Tp(ny) < 0. En passant a la limite, on obtient d(a, ) < . Ainsi, x € AS.
[l

2 La métrique de Hausdorff

2.1 Introduction

Définition 3. Pour tous ensembles A, B € IC(RP),

h(A,B) =sup{d(a,B) :a € A}

Remarque. Soient A, B € K(RP). Les ensembles A et B sont bornés, car com-
pacts. Soient R, R’ € R, tels que pour tout a € A, ||a]| < R et pour tout b € B,
16l < R’. On a pour tout a € A et tout b € B,

d(a,b) = [la—b]| < [lal| +[|bl| < R+ R’

Ainsi, d(a, B) < R+ R’. 'ensemble {d(a, B) : a € A} est donc une partie de R
non vide et majorée. cet ensemble posséde bien une borne supérieure.

En fait, cette borne supérieure est un maximum.

Proposition 5. Soient A, B € K(RP). On a

h(A, B) = max{d(a,B) : a € A}

Démonstration. Soit (a,)neny une suite de points de A telle que d(an, B)
converge vers h(A, B). Comme A est compact, on peut extraire de la suite
(@n)nen une suite (ay(n))nen qui converge vers a € A. Par la proposition 1, on
a pour tout n € N,

|d(a¢(n), B) — d(a, B)| < d(CL(p(n), a)

Ainsi, la suite de terme général d(a,(n), B) converge vers d(a, B). Comme elle
converge aussi vers h(A4, B), on en déduit que

h(A, B) = d(a, B)

d’ou le résultat. O



Proposition 6. Soient A, B € K(RP). Soit
E={6>0:AC B%

Il existe 6g € Ry tel que E = [dg, +00].

Démonstration. Facilement, comme A et B sont bornés et B n’est pas vide,
I'ensemble E est non vide. Comme E est minoré par 0, E posséde une borne
inférieure dy. On a donc E C [do, +o00].

Montrons que 6y € E, c’est a dire A C B%. Soit z € A. Pour tout n € N*,
AC B‘sf’*%, donc il existe b,, € B tel que d(x,b,) < dp + % L’ensemble B étant
compact, on peut extraire de la suite (b, )n>1 une suite (by,(,))n>1 qui converge
vers b € B. On a pour tout n > 1,
d(x, b)) < 6o + !
z, <00+ —F—=
p(n) o(n)

Comme ¢(n) tend vers +o0o lorsque n tend vers l'infini on obtient, en passant a
la limite,
d(.’l), b) < 60

Ainsi, x € B%.
Soit § > 6p. Ona A C B% C B, donc § € E. Ainsi, [§y, +oo[C E. O
Définition 4. Pour tous ensembles A, B € IC(RP),

R(A,B)=min{d >0: A C B5}

Proposition 7. Soient A,B € K(RP). On a

h(A, B) = K/ (A, B)

Démonstration. Posons
E={6>0:AC B’}

F ={d(a,B):a € A}

1l s’agit de montrer que max(F') = min(E). Notons dy = min E. Soit ag € A tel
que d(ag, B) = max F'. Notons dy = d(ag, B). Il s’agit de prouver que dy = do.

On a A C B%. Comme ag € A, on a donc d(ag, B) < 6. Ainsi, dy < do.

Inversement, pour tout a € A, d(a, B) < dy, donc A C B%. Ainsi, dy € E, donc
0o < dg. O



2.2 La distance de Hausdorff

Définition 5. Pour A, B € IC(RP), on pose

H(A, B) = max(h(A, B), h(B, A))

La fonction H : K(RP) x L(RP) — R4 est la distance de Hausdorff. Nous
verrons bientot qu’il s’agit effectivement d’une distance.

On peut également écrire H(A, B) sous une autre forme.

Proposition 8. Soient A, B € K(R?P). On a

H(A,B)=min{6 >0: AC B® et BC A°}

Démonstration. Soit
E={0>0:ACB°ect BC A’}
OnaFE=FENE"ou
E'={0>0:ACB°} =[0,+o0]
E"={6>0:BC A%} =[¢, +o0|

oud,8 € Ry. Dela
E'NE" =[5, +o0|

ou 0 = max(¢’,d"”). Ainsi,
min(E) = max(min(E’), min(E"))
= max(h'(A, B),h (B, A))
= max(h(4, B),h(B,A))
= H(A, B)
O

2.3 H est une distance sur C(R?)

Lemme 9. Soient A, B,C € K(RP). Soient 6,6’ > 0. On suppose A C B’
et BC C%. Alors A C C%t9,

Démonstration. Soit a € A. Il existe b € B tel que d(a,b) < J. Et il existe
c € C tel que d(b,c) <. De 14,

d(a,c) < d(a,b) +d(b,c) <5+



Proposition 10. H est une distance sur IC(RP).

Démonstration.

e Pour tout A € K(RP) et tout ¢ > 0, A C A°, donc H(A,A) =0.

e Soient A, B € K(RP). Supposons que H(A,B) = 0. Soit a € A. Soit
n € N*. On a A C Bw donc il existe b, € B tel que d(b,,a) < %
Lorsque n tend vers l'infini, b,, tend vers a. Comme B est fermé, on en
déduit que a € B. Ainsi, A C B. De méme, B C A et donc A = B.

e Soient A, B,C € K(RP). Soit ¢ > 0. Soient d' = H(A,B) et d’ =
H(B,C).On a

AC Bd’-l—a

De B C %'+ on déduit

Bd’+e C Cd’+d”+2€

Ainsi,

AC Cd'-&—d”-&-?e
De méme,

CC Ad'-&-d”-&-?e
Ainsi,

H(A,C)<d +d"+ 2

Ceci est vrai pour tout € > 0, donc
H(A,C)<d +d"=H(A,B)+ H(B,C)
(]

2.4 Un exemple

Proposition 11. Soient a,b € RP et r,r' € R%. Soient A = B(a,r) et
B = B(b,r") les boules fermées de centres a,b et de rayons r,r'. On a

H(A,B) = |b—all +[r" — 7|

Démonstration. Soit z € A. Si ||z — b|| < ¢ alors d(z,B) = 0. Sinon,
d(xz,B) = ||x — b|]| —r'. De 14, si A C B alors

h(A, B) = max{d(z,B),z € A} =0

Sinon,
h(A,B) = |la—b|| +r—1

Remarquons que A C B si et seulement si la quantité ci-dessus est négative. On
a donc, dans tous les cas,

h(A, B) = max(0, ||a — b|| +r —1")



De méme,

h(B,A) = max(0, |a — b|| + " — 1)

Finalement,
H(A,B) = max(max(0, |a—bl| +r — '), max(0, la — b]| +' = 1))
= max(0,max(|ja —b|| +r—7,||la —b|| + 7" — 1))
= max(0,[ja—b| + |r—'])
lla = bl + |r —r'|
O

2.5 Complétude

Proposition 12. (IC(RP), H) est un espace métrique complet.

Démonstration. Soit (A,),>¢ une suite de Cauchy dans IC(RP). Soit

A=NUA

k>0i>k

Nous allons montrer que A € IC(RP) et que A, tend vers A lorsque n tend vers
Pinfini.

e Etape 1 : A € K(RP)

Soit € > 0. Comme la suite (4,) est de Cauchy, il existe N € N tel que
pour tous 4,5 > N, H(A;, A;) < e. Ainsi, pour tout ¢ > N, A; C A5 et

donc
U 4i € 45
i>N

L’ensemble A%, étant fermé, on peut passer a I’adhérence :

(1) Y 4i €Ay

i>N

IV

Cette adhérence de réunion est fermée, comme toute adhérence. Elle est
aussi bornée car incluse dans un ensemble borné. C’est donc un ensemble
compact. Les A; étant non vides, c’est donc un compact non vide. Toute
intersection de compacts non vides étant encore un compact non vide,
on en déduit que A € K(RP).

Soit maintenant € > 0. Soit N associé & € par le critére de Cauchy : pour
tous 4,5 > N, H(A;, Aj) <e.



° Etape 2 : pour tout n > N, A C A?f.
Soit n > N.Ona H(An, A,) < e done, Ay C A5, dout A5, C A2%. Mais
par (1), A C A%, donc A C A%,

e Etape 3 : pour tout n > N, 4, C A%
Soit n > N. Soit a,, € A,,. Pouri > n, A,, C A;. Il existe donc a; € A; tel
que |lan, —a;|] < e. Comme pour tout ¢ > n, A; C A%, la suite (a;)i>p est
une suite de points de Aj;. Cet ensemble est compact, il en existe donc
une suite extraite (a;;);>0 qui converge, lorsque j — oo, vers a € A,
Pour tout entier k, et tout j assez grand, a;; € |J,~; Ar. Donc a €

U,>x Ar. Ceci étant vrai pour tout k, a € (5o U,>, Ar = A.

Pour tout j > 0, |a;; — a,| < . En passant a la limite pour j — oo, on
en déduit que |a — a,| < e < 2e. Ainsi, pour tout n > N, A4, C A%.

e Etape 4 : conclusion
Les étapes 2 et 3 montrent que pour tout n > N, H(A,,, A) < 2e. Ainsi,

A, — A

n—oo

3 Applications contractantes

3.1 Introduction

Définition 6. Soit (F,d) un espace métrique. Soit k € [0, 1[. Une application
f: E — E est k-contractante si pour tous x,y € F,

d(f(x), f(y)) < kd(x,y)

3.2 Passage a la distance de Hausdorff

Proposition 13. Soit k € [0,1[. Soit f : R? — R? une application k-
contractante. L’application [ : K(RP) — IC(RP) qui a tout compact A non
vide de RP associe f(A), son image directe par f, est aussi k-contractante.

Démonstration. Soient A, B € K(RP). Soit d = H(A, B). Soit £ > 0. Soit
a’ € f(A). Il existe a € A tel que a’ = f(a). Comme A C B4*¢ il existe b € B
tel que d(a,b) < d+e. Ainsi,

Comme f(b) € f(B), on en déduit que a’ = f(a) € f(B)*¥+ke. Ainsi,

f(A) C f(B)kaH-ka



De méme,

f(B) C f(A)kaH-ka

et donc
H(f(A), f(B)) < kd + ke

Ceci est vrai pour tout € > 0, donc
H(f(A), f(B)) < kd = kH(A, B)
]

Proposition 14. Soient A, B,C,D € K(RP). On a

H(AUB,CUD) < max(H(A,C), H(B, D))

Démonstration. Soit ¢ > 0. Notons d' = H(A,C) et d’ = H(B, D). Soit
x € AUB. Six € A, alors il existe ¢ € C tel que d(z,¢) < d' + ¢. Sinon, € B
et il existe alors d € D tel que d(z,d) < d” + . Dans tous les cas, il existe
y € CUD tel que

d(z,y) < max(d',d") + e

Ainsi, .
AUBC (CuD)max(d ,d'")+e
De méme,
CuUDC (AuB)max(d ,d")+e
Ainsi,

H(AUB,CUD) <max(d,d') +¢

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit
H(AUB,CUD) < max(d,d")
|

Corollaire 15. Soient Ay,..., Ay, B1,...,B, € K(RP). On a

Démonstration. Pour n = 1, il n’y a rien & montrer et pour n = 2, c’est la
proposition précédente. Soit n > 1. Supposons la propriété vraie pour n. On a

n+1 n+1
D=H (U A;, U Bi> =H(AUA,41,BUB,11)
=1 =1

ou

n n
A= UAzetB:UBz
i=1 i=1

10



De 14,
D < ma‘X(H(A7 B)7 H(An+17 Bn+1))

et on termine en utilisant ’hypothése de récurrence. [

Proposition 16. Soient fi,..., f, des applications contractantes de RP
vers RP. Notons ki, ..., kq les constantes de contraction. Soit

k = max(k1,...,kq)
Considérons application
T : K(RP) — K(RP)

définie pour tout A € IC(RP) par

L’application T est k-contractante.

Démonstration. Soient A, B € K(RP). On a

H (U £i(A), U fi(B)>
< ggSXqH(fi(A),fi(B))
max kiH(A, B))

kH(A, B)

H(T(A), T(B))

IA

O

3.3 Point fixe

Dans ce paragraphe nous reprenons les données de la proposition précédente.
fi,..., fq sont g applications contractantes de RP vers RP. On note ki,...,k,
leurs constantes de contraction respectives. On pose également

k =max(ky,..., kq)
On considére 'application
T : K(RP) — K(RP)
définie pour tout A € K(RP) par
T(4) = [ fi(4)
i=1

Par la proposition précédente, T est k-contractante.

11



Proposition 17. T posséde au plus un point fize.

Démonstration. Soient A, B € K(R?) deux points fixes de 7. On a
H(T(A), T(B))=H(A,B) <kH(A,B)

donc
(1-k)H(A,B)<0

Comme 1 —k > 0, on en déduit H(A, B) = 0. Ainsi, A=B. [

Proposition 18. Soit Ay € K(RP). La suite (An)nen définie par son
premier terme Ag et, pour tout n > 0, par A,41 = T(Ay) converge, et sa
limite A est un point fize de T .

Démonstration. Pour tout n > 1,
H( A, Apir) = H(T(Ay 1), T(An)) < kH(A, 1, Ay)
On en déduit par récurrence sur n que pour tout n > 0,
H(A,, Any1) < EkE"H(Ag, A1)

De 14, pour tous n < m,

m—1

> H(Ai Aipy)

i=n

H(A,, An)

IN

IN

m—1
H(Ag, A1) Y K

i=n
m—n—1

= K'H(Ag, A1) > K
=0

o0

E"H (Ao, A1) Y K

Jj=0

IN

Ln
= 1 _k_H(AO?Al)

La suite (A;,)n>0 est donc une suite de Cauchy. Comme K(RP) est complet pour
la distance de Hausdorff, cette suite converge donc vers A € IC(RP). Pour tout
entier n > 0,

H(T(An), T(A)) < kH(An, A)

donc H(T(A),T(A)) tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Dit autrement,
T(A,) tend vers T(A). Mais T(A4,) = Ap+1 converge vers A. Par unicité de la
limite, T(A) = A. Ainsi, A est un point fixe de 7. O

12




Corollaire 19. Awvec les notations ci-dessus, on a pour tout entier n > 0

kn

H(AnaA) S 1 kH(AO7A1)

Démonstration. Faire tendre m vers +o0o dans 'inégalité montrée ci-dessus.
O

Corollaire 20. 7T posséde un unique point fize.

4 Un exemple

4.1 Une application contractante

On se place dans R?, identifié a4 C. Soient P = % et Q = % Définissons les 4
similitudes f1, fa, f3, f4 par

f1 est homothétie de centre O et de rapport %

f2 = poh ot h est 'homothétie de centre % et de rapport % et p est la
rotation de centre P et d’angle 7.

f3=p oh ot p est la rotation de centre @ et d’angle —%.

f1 est 'homothétie de centre 1 et de rapport %

Ces 4 applications sont clairement % contractantes. L’application 7 : K (R?) —
K (R?) définie par

T(4)=J fi(4)

=1

est donc % contractante. Les résultats de la partie précédente s’appliquent.

4.2 TItérations

Prenons pour Ag le disque de centre (%, %) et de rayon % Considérons la suite

(An)n>o définie par A,41 = T(A,). Lorsque n tend vers l'infini, A, converge
vers V € K(R?), ot V est 'unique point fixe de 7. L’ensemble V est la courbe
de Von Koch.

1.

Calculons H(Ag, Ay). L’ensemble A; est la réunion de 4 disques de rayon g :

e Le disque Dy = f1(A4p). On a facilement

H(Ap,Dq) = +

|
W =

13



e Le disque Dy = f3(Ap). On a un peu moins facilement

1 3 1
H(AO,DQ):g 2-%-‘—5

o Les disques D3 = f3(A4p) et Dy = f4(Ap). Pour des raisons de symeétrie,
H(AQ, D3) = H(AU, Dz) et H(Ao, D4) = IT[(A()7 Dl)

De 1a,

V211 V3 o1
H(Ag. Ay) < AT Y O WA T [
(Ao, A1) S max | ==+ 3, 3 5 T3 33

On a alors pour tout entier n > 0,

H(A,, V) < (3)" H(Ag, A1) < — (ﬁ n 1)

Par exemple,

<1. g
H(Ag, V) < 1.7 x 1077 <

Une représentation graphique de Ag sur un écran de taille 600 pixels donnera
donc une erreur inférieure au pixel. Voici un tracé de Ay, ..., Ag.
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