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Soit E un ensemble fini. Soit A une partie de E. On appelle fonction caractéristique de A la fonction
X4 : F — E définie par xa(z) =0si z € Aet xa(x) =1siz € A. Les propriétés ci-dessous sont faciles
a démontrer :

e VA C E)XE\A =1-—xa.
e VA,B C E,XanB = XAXB-
o VAC E,|A| =), cpxa(x), ont |A] désigne le cardinal de I’ensemble A.

Donnons-nous n parties de E, Ay, As, ..., A,. Les lois de Morgan nous permettent d’écrire
n n
=1 =1

Un passage a la fonction caractéristique donne
xur, A, = l=Xxnr m\a,

1- H XE\A;
i1

xopa = 1= —xa) (1)

=1

Soient maintenant 1, ..., z, n éléments d’'un anneau commutatif A. Le polynome P =[]}, (X —=;) €
A[X] se développe en

P = X" X" 4. 4+ (-1)",

= X"+ (-DFop X"
k=1

ol o = Zl<i1<...<ik<n Tiy .. %4, est le kiéme polynome symétrique élémentaire en x4, ...,2,. En éva-
luant le polynéme P en X = 1, on obtient

n

[[a-2z) =1+ (-1)*os (2)

i=1 k=1

Revenons & nos ensembles. Appliquons la formule (2) & x; = xa,, ¢ = 1,...,n. Ceci est une opération
parfaitement licite, puisque les fonctions y 4, sont des éléments de I’anneau commutatif RZ. Nous obtenons

n n

Xur_ A, = 1-1-— Z(fl)kak — Z(il)kJrlO'k (3)

k=1 k=1
N _ _ )
ot oy, = Zl§i1.<...<ik§n XA - XAy, = Zl§i1<..<.<z‘k§n XAy 0N A, - On reporte cette valeur dans ’équa-
tion (3), ce qui nous donne ’égalité entre fonctions caractéristiques

n

Xup_, Ay = Z(_l)kJrl Z XA N..NA;, (4)

k=1 1<ii<...<ixg<n



Il ne nous reste plus qu’a déduire de 1’égalité (4) une égalité entre cardinaux. Pour cela, on somme cette
égalité sur tous les éléments x de F

= Z z:(—l)k+1 Z XA;,n...n4;, (T)

i=1 zeFE k=1 1<i1<...<ix<n
n
= 2D Y xagnana, (@)
k=1 1<iy<...<ip<n z€E
n n
UJal = St 3 ’Ailﬂ...ﬂAik (5)
i=1 k=1 1<ii<...<ip<n

L’égalité (5) n’est autre que la formule du crible.



