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1. Introduction

Pour tous p € N*, n € Net r € [0,p — 1], posons

n
Sy =
kzrzm:odp <k>

La somme S, dépend bien entendu aussi de n et p. Lorsque p = 1, on a par la formule du binéme
" (n
So = =1+1D"=2"
=B (1) -

Pour p = 2, il suffit de développer (14 1)" et (1 — 1)" par la formule du bindéme. On obtient
facilement que si n > 1, alors

So =51 = on—1
Nous allons généraliser ces résultats pour p quelconque. Notons
2im
W = exp —

L’ensemble des racines piemes de I'unité est donc
Uy = {* : ke [0,p— 1]}

Dans toute la suite nous supposerons implicitement que les entiers n et p sont donnés.

2. Le calcul de S,

Pour tout &k € [0,p — 1], posons

Zp = (1+wh)" = zn: (?)wﬂ“

Jj=0

Le nombre complexe Z; dépend aussi de n et p.



Proposition 1. Pour tout k € [0,p — 1],

p—1
Zk = Z wkTST
r=0

Démonstration. Soit k € [0,p — 1]. Soit j = r[p]. Ecrivons j = gp+ r ott ¢ € N. On a alors

w]k — wkqp-l—kr — (ka)pwkr — wkr
De la,

p—1 n p—1

Zk: — Zwkr Z <k> — Zwkrsr
r=0 k:ET[p] r=0

O

Il reste a inverser ces formules pour obtenir la valeur de S;.

Proposition 2. Pour tout r € [0,p — 1],

1!

Sy = — wierk
P =0
Démonstration. Soit 7 € [0,p — 1]. On a
p—1 p—1p—1
Z w—k’/‘Zk _ Z Z w—krwksss
k=0 k=0 s=0
p—1  p-1 k
— Z Ss Z (ws—r)
s=0 k=0
Sir=s,
p—1
_mFk
Z (ws r) =p
k=0
Sinon, |s — r| < p, donc w*™" # 1. De la,
p—1 s—r\P
1
> (=g
k=0 Wt
Ainsi,
p—1
Z wikTZk = pS,
k=0
O



3. Un cas particulier

Le cas p = 3 est intéressant. Les valeurs des trois sommes Sy, S et So sont dans ce cas particu-
lierement simples. Voici les premieres valeurs de ces sommes.

n|011]2|3[4]5 |6 |7 8|9 |10
So|1|1]|1]|2|5|11]22|43|85|170 | 341
S110[1]2]3|5|10]21|43|86|171| 341
So|0[0|1]3|6|11|21|42|85|171| 342

FIGURE 1 — Les sommes S, pour p =3

Notons plus classiquement w = j. Soient k,r € [0,2]. Dans le cas qui nous intéresse, la valeur
de Zj, peut étre simplifiée. En effet,

14+j+5°=0
On a donc
Zy =2"
Zy=(1+5)" = (=" = (=) = (=1)"]"
Zy=(1+ )" = (=j)" = (=1)"j"
De 1a,

3S0 = Zo+Z1+ Zs
2" + (=1)"(G" +4")

2
= 2"4+2(—1)"cos g

381 = Zo+i ‘2 +57%2,
= Zp+ 321 + j 25
= 2" 4 (—1) (G 4
2 1
= 2" +42(—1)"cos Hn+ m —;— i
et, en utilisant jj = 1,
38y = Zo+j2Zi+ 5127,

= Zo+jZ1+37jZs
= 2" (-G
2(n—1)m

= 2"+ 2(—1)"cos 3



Les cosinus ne peuvent valoir que 1 et —1/2. On obtient facilement les valeurs ci-dessous.

n mod 3 0 1
350 2" 2(=1)" | 2" — (—
351 2" — (=)™ | 2" — (-
359 2" —(—1)

2
D™ (27 +2(-1)"

FIGURE 2 — S5, S et Sy

Nous voyons ainsi que, quelle que soit la valeur de n, deux des trois sommes sont égales. De
plus, la troisieme somme difféere des deux premieres de 1. Enfin, pour tout r € [0, 2],

2" 2
Sp——| <=
" 3173
On a donc, lorsque n tend vers I'infini,
27’1
S, = 3 +0(1)

4. Simplifications dans le cas général

Proposition 3. Pour tout r € [0,p — 1],

on p—1

=%
Sr = 225 cos™ B oo BB = 20T

P = p p

Démonstration. Pour tous k,r € [0,p — 1],
wferk — efQikrﬂ/p (1 + €2ikﬂ'/p>n

— 672ikr7r/p (2eik7r/p cos kﬂ->n

p
— M cos” kleik(n72r)ﬂ'/p

De 1a,

S, == Z cos™ kieik(n—Qr)w/p
Y2 p

Il reste a remarquer que S, est réel, et donc égal a sa partie réelle. [



5. Transformée de Fourier discrete

Les relations entre les Z et les S, ont une interprétation matricielle intéressante.

Soit A € M,(C) définie pour tous k,r € [0,p — 1] par Ay, = w*". Par la proposition ??, on a
pour tout k € [0,p — 1],

p—1
Zk = Z Ak,rsr
r=0
Ainsi, en posant
Z=(Zy...Zp1)"

et
S=(Sp...S-1)7"

nous avons

Z =AS
A.

Remarquons que la matrice A est symétrique. La matrice adjointe de A est donc A’

Proposition 4. A est inversible et

Démonstration. Soient r,s € [0,p — 1]. On a
p—1 o
(AA)T,S = Z Ar,kAk,s
k=0

p—1
_ Z wk(r—s)
k=0

Lors de la preuve de la proposition ??, nous avons vu que cette somme vaut 0 si r # s et p si
r =s. Ainsi, AA=pl, O

Corollaire 5.

Démonstration. De Z = AS, on tire S = A~'Z. O

La matrice 1
U=—A
/P

est ainsi une matrice symétrique inversible, et U~! = U. C’est la matrice de la transformation
de Fourier discréte et Z est la transformée de Fourier discrete de S.



6. Comportement a l’infini

Nous allons pour terminer examiner le comportement de S, lorsque n tend vers +oc.

1 n
< p=- <2COS7T>
p p

Proposition 6.

Démonstration. On a

on onkl kr k(n—2
Sy =—+ — cos"—wcosu
p pi= p p

Pour tout k € [1,p — 1],

km T
cos —| < cos —
p

On en déduit

cos" — cos <(p—1)cos" —
k=1 p p
Ainsi, on
S, — — Sp 2" cos™ —
p p p

d’ou le résultat. O

Corollaire 7. Lorsque n tend vers l’infini,

2n
Sy ~ —
p
Démonstration. Par la proposition précédente,
P T
‘QnST — 1‘ < (p—1)cos" E

Si p = 1, le majorant est nul. Sinon, |cosm/p| < 1 donc le majorant tend vers 0 lorsque n tend
vers l'infini. [J

Remarque. Contrairement au cas p = 3, pour p > 4 la quantité S, — 2™ /p n’est pas bornée.



