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1 Nombres de Stirling de premiére espéce

1.1 Rappels, notations

Pour tous a,b € N, on note
[a,b] ={k € N:a <k <b}

En particulier, si a > b, [a,b] = 0.

Si E est un ensemble fini, |F| désigne le cardinal de E.

1.2 Nombres de Stirling

Soit E un ensemble fini. Pour toute permutation ¢ € S(E) et tout a € E,
Iorbite de a suivant o est ’ensemble

O (a) = {c?(A) i € Z}

Les orbites de o forment une partition de E : elles sont non vides, disjointes
deux & deux, et leur réunion est F.

Pour tout k£ € N, nous noterons & (E) I'ensemble des permutations de E pos-
sédant k orbites.

Définition 1. Soient n,k € N. Le nombre de Stirling de premiére espéce [Z]
est le cardinal de S (E), ot E est un ensemble fini de cardinal n.

Nous aurons dans la suite de D’article plusieurs définitions d’entiers qui dé-
pendent apparemment d’un ensemble F. En réalité, ces entiers ne dépendent pas
réellement de F mais seulement de son cardinal. Montrons-le pour les nombres
de Stirling de premiére espéce.



Proposition 1. L’entier [Z] ne dépend que de n et de k, et pas de ’en-
semble E.

Démonstration. Soient E et F’ deux ensembles finis de méme cardinal n.
Soit f : E — FE’ une bijection. Soit k£ € N. Soit 0 € Gg(F). Soit ¢/ =
fooo f~ En tant que composée de bijections, ¢/ € &(E’). De plus, pour
tout a € E, f(Oy(a)) = Oy (f(a)). Ainsi, f est une bijection de ’ensemble des
orbites de o sur I’ensemble des orbites de ¢’ et donc, tout comme o, o’ posséde
k orbites. Enfin, I'application ® : G (E) — & (E’) définie par (o) = o’ est
une bijection. Ainsi, |6, (E)| = |6k(E")]. O

Regardons maintenant quelques valeurs particuliéres des nombres de Stirling de
premiére espéce.

Proposition 2. Soient n,k € N.

e Sin<k, [2]20.
e Sin>1, ] =0.
N

e Sin>1, [t =m-1L

Démonstration.

e Soit 0 € Gk([1,n]). Notons Oq,...,O les orbites distinctes, et donc
disjointes, de . On a

k
=1
De 13,
k
n=I[Ln]| =Y 10 >k
=1

Si k > n, on a donc [Z] =0.

e Supposons n > 1. Une permutation de &([[1,n]) a au moins une orbite,
donc [§] = 0.

e La seule permutation de &([1,n]) ayant n orbites est id, et donc ['] = 1.

e Supposons n > 2. Les permutations de &1 ([1,n]) sont les n-cycles. Il y
ena (n—1). On adonc []] = (n—1)l. Comme &,({1}) = {id}, on a
[1]=1=o0L.

O

Proposition 3. Soitn € N. On a

(1)




Démonstration. Soit £ un ensemble de cardinal n. On a

Cette union est disjointe, donc
S(E)| = |6k(E)]
k=0
d’otu le résultat. [

1.3 TUne relation de récurrence

Les nombres de Stirling de premiére espéce vérifient des relations de récurrence
analogues & celles des coefficients binomiaux.

Proposition 4. Pour tous entiers n,k > 1,

e R

Démonstration. Ecrivons
Gk ([1,n]) = &L([1,n]) USL([1,n])

ot &},([1,n]) est 'ensemble des permutations dont I'orbite de n est {n} et

&y ([1,n]) = &x([1,n]) \ &4 ([1, n])

o Soit 0 € &1([1,n]). Comme o(n) = n, la permutation ¢ induit une
permutation ¢’ € Gx_1([1,n—1]). La fonction o — ¢’ est une bijection
de &5([1,n]) sur &_1([1,n — 1]). Ainsi,

([ aD)] = 161 ([1n - 1D = |17}

e Soit 0 € G{([1,n]). Soient p = o~ (n) et ¢ = o(n). Remarquons que n, p
et ¢ appartiennent a la méme orbite suivant o et p,q # n (il est possible,
en revanche, d’avoir p = ¢). Soit ¢’ : [1,n — 1] — [1,n — 1] définie
par o’(p) = q et pour tout z € [1,n — 1] différent de p, o'(z) = o(z).
Clairement, o’ € &([1,n — 1]). L’application o — (p,c’) est alors une
bijection de &7 ([1,n]) sur [1,n — 1] x &([1,n — 1]). Ainsi,

|6Z([[1,n]})| = HIl,n — 1]] X Gk([[l,n _ 1]])‘ _ (TL - 1) |:71 ; 1:|
Pour conclure,

1&L([1,n])] = [SL([1,n])]| + |&L([1,n])| = {Z: ﬂ Fn—1) [n ; 1]



O

Cette relation de récurrence permet de calculer les nombres de Stirling de pre-
miére espéce. Voici [m pour 0 < n,k <9.

n n n n n n n n n n n
01 0 0 0 0 0 0 0 0 0
110 1 0 0 0 0 0 0O 0 0
210 1 1 0 0 0 0 0 0 0
310 2 3 1 0 0 0 0 0 0
410 6 11 6 1 0 0 0 0 0
50 24 50 35 10 1 0 0 0 0
610 120 274 225 85 15 1 0 0 0
710 720 1764 1624 735 175 21 1 0 O
810 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1 0
910 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1

n

FIGURE 1 — Nombres de Stirling de premiére espéce [ k]

1.4 Puissances montantes

Plagons-nous dans I’algébre C[X]| des polyndmes a une indéterminée X.

Définition 2. Soit n € N. La n® puissance montante de X est

n—1

X"=J[x+k)

k=0

Remarquons que X0=1et X! =X.

Proposition 5. La famille (X™),en est une base de C[X].

Démonstration. Pour tout n € N, deg X" = n. [

Voici les premiéres valeurs de X™.

l

xX° =1
X! = X

X2 = X+Xx2

X3 = 2X+3X%24+X3

X' = 6X +11X2%2+6X°+ X*

X5 = 24X +50X2+35X% + 10X* 4+ X°



Proposition 6. Pour tout n € N,

ﬁ_n ] sk
xr=3 ) x

Démonstration. Montrons cette égalité par récurrence sur n. Tout d’abord,

0 0 _
Z{k]Xk:onlzXO
k=0

Soit n € N*. Supposons 1’égalité vraie pour n — 1. On a

n n

Nl vk _ ] vk
HESEIDIIHE
k=0 k=1
- n—l} n—1 K
= Y +(n—1){ DX
> ([ :
_ i{"‘l}xﬂ(n—ni{"—l}ﬂ
el LAl Pl ML
= S+ n-1)9"
En posant k' = k — 1, il vient
n—1 n 1
S’—Z[ L ]XW—(HR)XX !
k=0
De plus,
" _ = n—1 k
S = Z[ i ]X
k=1
n—1
_ n—1 o (n—1 n—1 k
- el ]
k=0
n—1 P
=(HR) —{ 0 ]+X"1
Ainsi,
- n n—1 n—1 n—1
Zka - XX 1+(n—1)(—[ . }—FX T)
k=0
_ (X-&-n—l)X"_l—(n—l){ngl}
= X"
(I



1.5 Puissances descendantes

Définition 3. Soit n € N. La n® puissance descendante de X est

n—1

xr=J[&x -k

k=0

Remarquons que X2=1et X1 = X.

Proposition 7. La famille (X2),cn est une base de C[X].

Démonstration. Pour tout n € N, deg X2 =n. [

Voici les premiéres valeurs de X2,

X% =1

Xt = X

X2 = —X+Xx?

X3 = 2X-3Xx2+Xx3

Xt = —6X+11X%2-6X3+ X*

X5 = 24X —50X%+435X3 —10X* 4 X5

Lemme 8. Pour tout n € N,

Démonstration. Soit n € N. On a

(—X)" = (-X)(-X+1)...(-X +n—1)
= (“)"X(X - 1)(X —n+1)
(-1 X2

O

Proposition 9. Pour tout n € N,




Démonstration. Soit n € N. Dans ’égalité de la proposition [6] remplagons
X par —X. Il vient

2 Nombres de Stirling de deuxiéme espéce

2.1 Introduction

Nous avons déja parlé de partitions a propos des orbites d’une permutation.
Rappelons précisément ce qu’est une partition d’un ensemble.

Définition 4. Soit E un ensemble. Une partition de E est un ensemble P de
parties de E vérifiant

e Pour tout A € P, A # 0.
e Pour tous A,Be P,A#B — ANB=0.

e UpepA=E.

Soit k € N. Une k-partition de E est une partition de E qui est finie, de cardinal
k.

Nous noterons Part(FE) 'ensemble des partitions de E et Party(FE) ensemble
des k-partitions de E.

Exemple. Soit F = {1,2,3}. Les partitions de E sont

(12,3 ) ({125, {331 {41, 35, {23, {{2, 31, {11, ({11, {2}, {3}}
L’ensemble E posséde donc 5 partitions. On a
Party(E) = {{{1,2,3}}}

PaTtQ(E) = {{{172}7{3}}a{{173}7{2}}7{{2a3}3{1}}}
Parts(E) = {{{1},{2},{3}}}

et pour tout k # 1,2, 3, Party(E) = (.
Notons le cas particulier ou F est vide. On a
Parto(0) = {0}

et pour tout k > 1,
Parti(0) =0

Définition 5. Soient n,k € N. Le nombre de Stirling de deuziéme espéce {Z}
est le cardinal de Party(E), ou E est un ensemble fini de cardinal n.



L’entier {2} ne dépend que de n et de k, et pas de I'ensemble E choisi pour
dénombrer les k-partitions.

Proposition 10. Soient n,k € N.
o Sik>n, {Z}:O.
e Sin>1, {g}:O.
‘)=t
e Sin>1, {7{}:1
Démonstration.

e Supposons que [1,n] posséde une k-partition P. On a

Ua=> 142> 1=|P =k

AeP AeP AeP

n=|[1,n]] =

On en déduit, en contraposant, que si k > n alors [1,n] ne posséde pas
de k-partition.

e Supposons n > 1. Toute partition de [1,n] de cardinal n posséde au
moins un élément, donc {g} =0.

e Reprenons le calcul fait au premier point en supposant qu'un ensemble
Ag € P posséde au moins deux éléments. On a alors

A

AeP

n=|[1,n]] = =D lAl=140l+ D [A|=2+|P|-1=k+1

AeP A#Ap

Ainsi, k& < n. En contraposant, on obtient qu'une n-partition de [1,n]
ne contient que des singletons. Inversement, P = {{k} : k € [1,n]} est
une n-partition de [1,n]. Ainsi, {"} = 1. Rappelons que si n = 0, alors
[1,n] = 0. Or, § a une unique 0-partition qui est {}. Le résultat reste
donc valable pour n = 0.

e Supposons n > 1. Il existe une unique 1l-partition de [1,n], a savoir

{[1,n]}. Ainsi, {7} =1.

Remarquons, au sujet du second et du dernier point, que {8} =1let {(1)} =0.
O

2.2 Une relation de récurrence

Tout comme les nombres de Stirling de premiére espéce, les nombres de Stirling
de deuxiéme espéce vérifient une relation de récurrence.

Proposition 11. Soient n,k € N*. On a

(=i




Démonstration. Soit £ un ensemble de cardinal n. Soit a € E. Notons
F = E\ {a}, de sorte que E = F U {a} et |F| =n — 1. Ecrivons

Party(E) = Part,,(E) U Part](E)
ot Part)(E) est P'ensemble des k-partitions de E ayant {a} comme élément, et
Part](E) = Part,(E) \ Part,(E)

e L’application P — PU{{a}} est clairement une bijection de Parts_;(F')
sur Part),(E), donc

-1
Part,(E)| = |Part,_ (F)| = {Z O }

e Pour créer un élément de Part) (E),
e On se donne une partition P de Party(F).
e On ajoute a & un des éléments de P.

On a {"gl} facons de choisir P. Puis, pour chaque choix de P, il y a k
fagons d’ajouter a & I'un des éléments de P. Ainsi,

-1
Part)(E)| = k {” . }
Finalement,
-1 -1
Party(E)| = |Party(E)| + [Part](E)| = {Z_ X } Tk { " . }

O
Voici {Z} pour 0 <m, k <9.

nl {0y {0F 83 {5F {4F {5 (&) {7} {&} {&}
0[1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10 1 0 0 0 0 0 0 0 0
20 1 1 0 0 0 0 0 0 0
3(lo 1 3 1 0 0 0 0 0 0
40 1 7 6 1 0 0 0 0 0
500 1 15 25 10 1 0 0 0 0
60 1 3 9 6 15 1 0 0 0
710 1 63 301 350 140 2 1 0 0
${0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 0
9[0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

FIGURE 2 — Nombres de Stirling de deuxiéme espéce {Z}
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2.3 Puissances montantes et descendantes

Proposition 12. Pour tout n € N,

n

AR

k=0

Démonstration. Montrons cette égalité par récurrence sur n. Tout d’abord,

0

Z{Z}szxozlzxo

k=0

Soit n € N*. Supposons 1’égalité vraie pour n — 1. On a

NES SIRT

k=0 k=1

- S

En posant k' = k — 1 dans 9/, il vient

AR R N e

k=0 k=0

De plus,

En regroupant le tout, il vient

n—1 n—1
-1 n—1
§rs = " X — k)Xt k Xk
o= e
_ Xng:l{n 1}Xk
k=0 k
=wmr) XX"!
— XTL

11



O

Corollaire 13. Pour toutn € N,

n

Démonstration. Soit n € N. Remplagons X par —X dans 'égalité de la
proposition 11 vient
(~yxm =Y {0} ok
k=0
Or, 3
(~X)E = (~DAXF

d’oul le résultat. O

2.4 Une relation entre les deux espéces de nombres de
Stirling

Pour tous m,n € N, notons d,,,,, le symbole de Kronecker. Rappelons que 6, =
1sim=n et dy, =0 sinon.

Proposition 14. Soit n € N. Pour tout j € [0,n],

n

St (5] = v

k=0

On a
A

k=0
n k

- Y e b
k=0 7=0
n k Lo [k o

R e

- X (i) >
J=0 \k=j

i(—nk-j %} m = 6:m

12



Il reste & remarquer que si k < j, [I;] = 0, d’ou le résultat.

3 Les nombres de Lah

3.1 Introduction

Les familles B = (X"),en, B = (X™)pen et B” = (X™),en sont trois bases de
C[X]. Nous avons vu deux formules permettant de passer des vecteurs de B aux
vecteurs de B’ et vice versa. Pour tout n € N,

xn — Z(_l)n—k{Z}XE

De méme, nous avons vu comment passer des vecteurs de B aux vecteurs de B”
et inversement. Pour tout n € N,

xmo= Yy

e - S

k=0

Nous allons voir qu’il existe des formules permettant de faire des allers-retours
entre les vecteurs de B’ et les vecteurs de B”.

3.2 Partitions ordonnées

Soit E un ensemble fini. Rappelons qu’une partition de E est un ensemble
d’ensembles inclus dans E. Que se passe-t-il si I’on modifie la définition de
partition et que ’on considére des ensembles de suites d’éléments de E' 7

Définition 6. Soit F un ensemble fini. Soit k& € N. Une k-partition ordonnée
de E est un ensemble P = {sq, ..., sx_1} de suites d’éléments de E vérifiant

e Pour tout 7 € [0,k — 1], s; # ().
e Pour tout a € E, a est un terme d’une, et d’une seule, des suites s;.

Définition 7. Les nombres de Lah sont les entiers LZJ ol “:J est le nombre
de k-partitions ordonnées d’un ensemble E de cardinal n.

13



L’entier LZJ ne dépend que de k et de n, et pas de ’ensemble E. Les nombres
de Lah sont parfois appelés les nombres de Stirling de troisiéme espéce.

Commengons par donner la valeur de LZJ dans quelques cas particuliers.

Proposition 15. Pour tous n,k € N,
0]=1.8k>1,|}] =0
Sin>1, 5] =0.

1] =nl

=1

Sin <k, |}]|=0.

e L’ensemble vide posséde une unique partition ordonnée qui est (). Cette
partition étant de longueur 0, LgJ =1 et pour tout k > 1, LgJ =0.
e Supposons n > 1. Soit E un ensemble non vide de cardinal n. Alors, E

ne posséde aucune 0 partition ordonnée, donc LSJ =0.

e Soit £ ={z1,...,2,} un ensemble de cardinal n. Les 1-partitions de F
sont les ensembles {(z4(1),...,To(mn))} 0l 0 € &,. Iy en anl.
e Soit £ = {z1,...,2,} un ensemble de cardinal n. L’ensemble F posséde

une unique n-partition ordonnée, qui est

P={(z1),...,(zn)}

Ainsi, LZJ =1.

e Supposons n < k. Soit ' un ensemble de cardinal n. Les suites d’une
partition ordonnée de E n’ayant pas de termes communs, il n’y a pas de
k partition de E. Ainsi, |} | = 0.

3.3 L’expression des nombres de Lah

Contrairement aux nombres de Stirling de premiére et deuxiéme espéce, les
nombres de Lah s’expriment a l'aide de nombres déja connus. Commengons par
une relation de récurrence.

Proposition 16. Pour tout n € N et tout k € N*,

I R R IN

Démonstration. Soit E un ensemble de cardinal n+ 1. Ecrivons E = E' U{a}
ol a € E et E est de cardinal n. Soit k € [1,n + 1]. Soit P une k-partition
ordonnée de E. Il y a deux possibilités pour P.

e Cas 1, (a) est un élément de P. Pour créer une telle partition, on choisit

une (k—1)-partition ordonnée P’ de E’ ( {kflJ possibilités) et on rajoute

(a) & P'. Il 'y a donc kalJ telles partitions.

14



e Cas 2, (a) n’est pas un élément de P. Pour créer une telle partition, on
choisit une k-partition ordonnée P’ = {so,...,s,_1} de E' (|} | possi-
bilités) et on ajoute a & 'une des suites de P’. Pour tout j € [0,k — 1],
notons ¢; la longueur de s;. Il y a 1 + £; facons d’insérer a dans s;. Le
nombre total de possibilités pour insérer a est donc

k—1 k—1
S A+L)=k+> Li=k+n
Jj=0 j=0

Il'y a donc (n+k) |} telles partitions.
D’otu le résultat. [OJ

Proposition 17. Pour tous n,k € N*,

H=Go)n

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n.
On a ) T
HE vk
1 0 1!
= O = —_—
HELE

Soit m > 1. Supposons la propriété vraie pour n. Tout d’abord,

{njlulJ ()= (g) <nJ1r11)!

Soit enfin k > 2. Par 'hypothése de récurrence,
n+1 n n
{ k J - { 1J +(”+k){kJ
n — 1\ n!
k e
(k (n+ )(k _ 1) i

_ |
(kn +(n+k)n k+1n.>

et pour tout k£ > 2,

3
I
—_

k—

N
3
—_

3

ol

—

?2\3
=
+
=

S
£}
+

I
/\/\?/—\/-\
3
—
\/vvv\/
ol >
T~
w
_|_
—~
+
=
S~—"
3
~
+
—
~

o
—
=

]
Voici |} | pour n,k € [0,9].



L n I’1L n n ’Z n n n n
0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0
2 0 2 1 0 0 0 0 0
3 0 6 6 1 0 0 0 0
4 0 24 36 12 1 0 0 0
5 0 120 240 120 20 1 0 0
6 0 720 1800 1200 300 30 1 0
7 0 5040 15120 12600 4200 630 42 1
8 0 40320 141120 141120 58800 11760 1176 o6
9 0 362880 1451520 1693440 846720 211680 28224 2016

-3
[\

H O O OO oo oo
H O OO OOoO oo oOo

FIGURE 3 — Nombres de Lah

3.4 Puissances montantes et descendantes

Proposition 18. Pour tout n € N,

Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence sur n. Tout d’abord,

0

SHESRREN

k=0

16



Soit n € N. Supposons I’égalité vérifiée pour n. On a alors

nf:l V:lJXk = nﬂqkilJ +(n+k) LZDX’C

(]

k=0 k=1

n+1 n n+1 n

= Z{k_lJX’“+Z(n+k){kJX’“
k=1 k=1

= xS ]
k=0 k=1

S IHESEEEED wIRIHES
k=0 k=1

M HE IS SRS
k=0 k=0 k=1

= w3y [ x

= (Xin)Xﬁ

O

Proposition 19. Pour tout n € N,

Démonstration. Remplagons X par —X dans la proposition précédente. On

obtient .
Xm =3 || (=x0k
k=0
(~1nxn = Yo-nF || X
k=0
(]

3.5 Nombres de Lah et nombres de Stirling

Proposition 20. Pour tous n,k € N,

=2

n
Jj=0




Démonstration. Soit n € N. On a

Par ailleurs,

La famille (XE)ke[[o,n]] étant libre, on en déduit le résultat. O

3.6 La série génératrice des nombres de Lah

Pour tout k € N, considérons la série entiére

Li(2) = Z %z”
n=0 '

Remarquons que si n < k, LZJ = 0, donc on a aussi
o~ Lk
Li(2) = Z Lk n

n!
n=~k

Dans le cas particulier £k = 0 on a, pour tout z € C, Lo(z) = 1.

Proposition 21. Pour tout k € N*, le rayon de convergence de la série
Li(2) est 1.

Démonstration. Soit £ € N*. On a pour tout n > k,

1)

_ (n—1E
 (B—-1D)E!
(n _ 1)k—1
(k—1)k!

18



De 14,
(n+D 7] (n—=1k1 noeo
d’ou le résultat par la régle de d’Alembert. O

Dans la suite, nous noterons D le disque ouvert de C de centre 0 et de rayon 1.

Proposition 22. Pour tout k € N et tout z € D,

Li(2) = % <1iz)k

Démonstration. Soit k € N. Le résultat est évident si & = 0. Supposons donc
k > 1. La série

a pour rayon de convergence 1. La fonction f est k — 1 fois dérivable sur D.
Pour tout z € D,

o
fkfl(z): Z nk;lznkarl
—k—

n 1

Par ailleurs, pour tout z € D,

et donc, par une récurrence facile,
_ H!
L) =
z

De 14,

d’oul le résultat. O

19



3.7 Nombres de Lah et exponentielle

. 1 .
La fonction f : x — ez est de classe C* sur R*. Les nombres de Lah inter-
viennent dans les dérivées successives de f.

Proposition 23. Pour tout n € N et tout x € R*,

F@) = (-1)et 3 N

k=0

Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence sur n. Comme LSJ =1,

la propriété est vérifiée pour n = 0. Soit n € N. Supposons la propriété vérifiée
pour n. Dérivons ’égalité. Il vient, pour tout x € R*,

n n 1 1 . n —n—
FOD(g) = (=1)nHled (kaZ_O[ka L

= <_1)n+1€% (i {ZJ k-2 +

k=0

NE

(n+k) LZJ x"k1>
0

(n+k) LZJ x_"_k_1>

Dans la premiére somme, faisons le changement d’indice k' = k + 1.

@) = (—1)nHes (Tf L@ " 1J Lt Zn:(n +5) || x”k1>
k=0

k=1

M= 1

=~
I

0

n+1

S (L o )

k=1

n+1
_ (71)n+le% Z {n + 1J p—n—k-1
k

k=1

Pour passer de la premiére a la deuxiéme ligne, on a utilisé LnilJ =0 et

(n+0) LSJ = 0. Il reste & remarquer que L"#J = 0 pour obtenir le résultat. [

4 Surjections

4.1 Surjections et nombres de Stirling

Pour tous ensembles E et F' notons S(E, F') ensemble des surjections de F sur
F. Notons Sy le cardinal de S(F, F), lorsque F et F sont finis, de cardinaux
respectifs n et k. Clairement, l'entier S, ne dépend que de n et de k, et pas
des ensembles E et F'.
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Proposition 24. Soient n,k € N. On a

su=u1(})

Démonstration. Soient F et F' deux ensembles de cardinaux respectifs n et
k. Soit f : E — I une surjection. La relation ~ sur E définie par x ~ y si
et seulement si f(z) = f(y) est une relation d’équivalence sur E qui posséde k
classes. Elle définit donc une partition de F de cardinal &, que nous noterons Ps.
On définit & partir de 1a une bijection f de Py sur F' définie pour tout A € Py
par f(A) = f(z), ou = est un élément quelconque de A.

Pour créer une surjection f de E sur F,

e On choisit Py. Iy a {}} choix possibles.
e On choisit une bijection de Py sur F'. Il y a k! choix possibles.

D’ou le résultat. O

Voici les valeurs de S, pour 0 < n,k < 8.

n/k]0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 /L 00 0 0 0 0 0 0
1 /010 0 0 0 0 0 0
2 1012 0 0 0 0 0 0
3 /016 6 0 0 0 0 0
4101 14 36 24 0 0 0 0
5|0 1 30 150 240 120 0 0 0
6 |0 1 62 540 1560 1800 720 O 0
7 |0 1 126 1806 8400 16800 15120 5040 O
8 |0 1 254 5796 40824 126000 191520 141120 40320

FIGURE 4 — Nombres de surjections Sy,

4.2 Une autre formule

Soient F et F' deux ensembles finis de cardinaux respectifs n et k. Une appli-
cation de F vers F' « est » une surjection de E sur f(FE). Soyons plus précis.
Considérons ’ensemble

S=J sE0

GCF

Pour toute application f € S, f définit de facon évidente une application de E
dans F'. Inversement, si f : E — F, la corestriction de f a f(F) appartient a
I'ensemble S. Nous avons donc une bijection entre les ensembles F¥ et S, qui
sont donc de méme cardinal. Ecrivons

k
s= U sEOQ

Jj=0GeP;(F)
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ott P;(F) est 'ensemble des parties de F' de cardinal j. Cette union est disjointe,
donc

Sl= Y Y

J=0 GeP;( F)

[
N

Shj
GeP;(F)

<.
Il
o

Il
'M?V

-
Il
=)

P (EF)|Sn;

(s

Comme le cardinal de F¥ est k™, on en déduit le résultat suivant.

|
-Mk

I
=)

J

Proposition 25. Pour tous entiers n, k € N,

gy
=y (j)snj

J=0

Cette formule peut étre « inversée ».

Proposition 26. Pour tous entiers n,k € N,

k

S =D (=) <k.)j”

j=0 J

Démonstration. Il s’agit de la formule d’inversion de Pascal. Refaisons-en la
preuve. Soient n, k € N. On a

jﬁj()(—l)“‘(’;)jn = é-nw(’?)i(j)sm
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Remarquons maintenant que si 0 < <5 <k,

@@ N j!(kkijﬂz'!(jjiz')!

k! (k — i)!

ik — i) (k— )G — i)

(:)G-)

On a donc

J

O

S (= £

On en déduit une formule de type sommatoire pour les nombres de Stirling de

deuxiéme espéce.

Corollaire 27. Pour tous n,k € N,

;N

W =200 g

Jj=0

Démonstration. Soient n,k € N. On a

U] = asm
1 & (RN
- k'jz_:o(_l)kj()j
k o
) jgo(_l)k_jj'(kjy)'
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5 Nombres de Bell

5.1 Introduction

Définition 8. Soit n € N. Le n® nombre de Bell est
B, = |Part(E)|

ol F est un ensemble fini de cardinal n.

Clairement, B,, ne dépend que de n, et pas de 'ensemble E.

Proposition 28. Soitn e N. On a

B =3 {})

k=0

Démonstration. On a
n
Part(E) = U Part,(E)
k=0
Cette réunion est disjointe, donc
|Part(E)| = Z |[Party(E)|
k=0

d’oul le résultat. O

5.2 Une relation de récurrence

Proposition 29. Pour toutn > 1,

n—1
n—1
B, = B
> (")

Démonstration. Soit n > 1. Soit E un ensemble de cardinal n. Soit a € E.
Soit F = E \ {a}, de sorte que E = F U{a} et |F| = n — 1. Pour créer une
partition P de FE,

e On choisit le cardinal & € [1,n] de 'ensemble A de la partition P qui
contient a.

e On choisit 'ensemble A, ce qui revient & choisir une partie B de F' de
cardinal k — 1 et a poser A= BU{a}. lly a (Zj) telles parties B.
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e On crée le reste de la partition P, ce qui revient a choisir une partition

de E\ A. 1y a B,,_j telles partitions.

On a donc
n

n—1
B, = B, _
> (ko)

Posons k' = n — k dans la somme ci-dessus, pour obtenir

i) = (%) O

Voici les valeurs de B,, pour 0 < n < 10.

I reste & remarquer que (

4 5 6 7 8 9 10 11

3

12

01 2 3
1 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975 678570

4213597

FIGURE 5 — Nombres de Bell

5.3 La série génératrice des nombres de Bell

Lemme 30. Pour tout k € N,

Démonstration. Soit £ € N. On a pour tout n > k,

nk nn—-1)...(n—k+1) 1
B ~(n—k)!

n! n!

De 1a, en remarquant que si n < k alors n® = 0,

b 1
o nz:;(nfk)'
=1
- ngoﬁ
= e
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Proposition 31. [FORMULE DE DOBINSKI]|

Pour tout n € N,

w‘??

Démonstration. Les séries considérées étant a termes positifs, toutes les opé-
rations effectuées ci-dessous sont licites. Soit n € N. On a

N N

(]

Lemme 32. Pour toutn € N, B, <nl.

Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence forte sur n. Le résultat
est clair pour n = 0, puisque By = 1. Soit n € N. Supposons que pour tout
k <n, By <k! On a alors

Bny1 = Z(Z)Bk

k=0

<“> !
k=0 k
- 1
— | [
nz O
k=0
< n!Zl
k=0

= (n+1)!

IA

O

Considérons, pour z € C, la série entiére
o0
> =
nl
Notons R le rayon de convergence de cette série entiére.
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Proposition 33. R > 1.

Démonstration. Pour tout z € C,

B

n _n
—Zz

n
n! < |2l

La série B(z) converge donc absolument si |z| < 1. O

Proposition 34. Pour tout z € C tel que |z] < R,

On a pour tout k£ € N,

olkz]

ad 1 X k2|
;'“"”:E; nl K

De 1a,

0o 0o o0 lkz| oo 2|\ k ]
Z Z |unk| = ek' — Z (ek') _ 68‘ |

k=0n=0 k=0 k=0

La famille (unk)n,ken est donc sommable. On peut ainsi appliquer le théoréme
de Fubini et écrire

n ©O°

1 & ke B >z n
DD BT B

n=0
o0
B
e E ZRan
n!
n=0

d’otu le résultat. O
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5.4 Une minoration de B,

La formule de Dobinski montre que pour tous n,k € N,

1K™
On peut faire un peu mieux.
Lemme 35. Pour tous n,k € N,
kn

Démonstration. Montrons I'inégalité par récurrence sur k. Celle-ci est claire
pour k = 0,1. Soit £ > 1. Supposons que pour tout n € N, B,, > ’;—, On a alors,
pour tout n > 1,

n—1 n—1
B, = pz;( ) )Bp
1\ kP
Z( p )k'

p=0

Y

(k+1)" "
k!

(k+1)"

(k+ 1)!

Enfin, inégalité est vérifiée si n = 0 (c’est méme une égalité). O

Lemme 36. Pour toutn > 1 et tout k € N,

Bn > knfkflekrfl

Démonstration. C’est évident pour £ = 0. Soit kK € N*. On a

k
Ink! = ) Inj
j=1
k=1 njt1
= lnk—l—Z/ Injdt
j=1"7

j+1

k—1
1nk—|—2/ Intdt
j=1"9

k
= 1nk+/ Intdt
1
= (k+1)Ink—k+1

IN

28



En passant & I’exponentielle,
k! < kFrtemhHl
et donc
B. > knfkflekfl
n -
O

Soit n > 2. Remarquons que l'inégalité de la proposition précédente s’écrit
encore, pour tout k > 1,

InB,>n—k—1)lnk+k—-1

Cette inégalité est vraie pour tout entier k > 1. Nous allons un peu péniblement

vérifier qu’elle est encore vérifiée pour k = qui, lui, n’est pas un entier.
Inn ’ ’

Considérons la fonction ¢ : R} — R définie par
plz)=m—z—-—1Dhe+z-1
On a pour tout x > 0,

1 1
cp'(x):flnw+i+1:flnx+n7
T T

puis
1 n-1

"z)=—=— <0
pia)=——-—3

La fonction ¢’ est donc strictement décroissante. De plus, ¢'(1) =n —1> 0 et
1 1 1
o(n)=-nn+l—-==In--=-+1<0
n n o n

car pour tout > 0, Inz < x — 1. Ainsi, ¢’ s’annule en un unique réel o > 0.
De plus, 1 < a < n. Par la stricte décroissance de ', ¢ croit strictement sur
10, ], puis décroit strictement sur [c, +o00].

Affinons un peu la valeur de a.

Lemme 37. Pour tout n assez grand,

go'(1+i>>0

Inn

Démonstration. Un développement asymptotique permet de montrer que
lorsque n tend vers +o0,

/ AL
® <1+ lnn) =1Inlnn+ o(1)

Cette quantité est donc strictement positive pour tout n assez grand. [
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Proposition 38. Pour tout entier n assez grand,

n

an<

-

___
Inn 1 n

emf]'

Démonstration. Par le lemme précédent, on a pour tout n assez grand a >

1+ . Soit k= |2 | +1. Ona

L <k<a

Inn
donc n

o) = ¢ (57
et donc
Y O
By, > exp p(k) = exp [<P (m)} - (lnn) “

O

Remarque. En fait, cette inégalité est vraie pour tout n > 2. Nous ne le
montrerons pas ici.

6 Le triangle de Bell

La relation de récurrence que nous avons montrée au sujet des nombres de
Bell permet de calculer ceux-ci, mais de facon inefficace. Nous allons dans cette
section mettre en place un algorithme plus performant. Pour cela, nous allons
nous intéresser aux singletons contenus dans les partitions d’un ensemble.

6.1 Partitions et singletons

Soit n € N. Soit E un ensemble de cardinal n. Pour tout k& € N, notons G (F)
I’ensemble des partitions de E qui contiennent exactement k singletons et V,,j
le cardinal de Gy (FE). Clairement, V,,; ne dépend que de n et de k, et pas de
I’ensemble E. Notons plus particuliérement V,, = V,,o.

Proposition 39. Pour tout n € N,

‘/nk = ( >Vn—k

Démonstration. Soit n € N. Soit E un ensemble de cardinal n. Soit k£ € N.
Pour créer un élément P de G (E),

n
k

e On choisit k éléments de E, z1,...,xx. Il y a (}) possibilités.
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e On crée une partition P’ de E \ {z1,...,2;} qui ne contient pas de
singletons. Il y a V,,_j possibilités.
e On rajoute & P’ les singletons {z1},... {zx}.

On a donc au total (Z) Vi—k €léments dans Gi(FE). O

Proposition 40. Pour tout n € N,

(0

k

Démonstration. Soit n € N. Soit F un ensemble fini de cardinal n. On a
Part(E) = | | Gr(E)
k=0

et cette réunion est disjointe. De la,
n n n n
B,, = |Part(E)| = Gr(E)| = Vor = Vi
Part(E) = 3 6(5) = Y- Vo = 3 (1) Vs

Le changement d’indice ' = n — k donne le résultat. O

Proposition 41. Pour tout n € N,

v, = é(—l)”"f@ B,

Démonstration. Il s’agit de la formule d’inversion de Pascal. La preuve est
la méme que celle que nous avons faite pour la proposition O

6.2 La série génératrice de V,

Considérons, pour z € C, les séries entiéres

0o Bn .
B(z) = Z P
n=0
oo
V n
Viz) = Z 1772
n=0

Nous avons déja vu que le rayon de convergence de B(z) est R > 1.
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Proposition 42. Le rayon de convergence de la série entiere V(z) est au
moins égal & R. Pour tout z € C tel que |z| < R,

Vi(z) = e 1

Démonstration. On a, pour tout n € N,

EVAE éf“m (1), =3 B0

j = 7' (n=j)!

On reconnait 1a le terme général du produit de Cauchy de B(z) et de la série

o

—1)"
SEV
"0 n:

dont le rayon de convergence est infini. Ainsi, le rayon de convergence de V'(z)
est au moins égal & R et pour tout z € C tel que |z| < R,

V(z) = B(z)e * = ¢ 71

O

6.3 Singleton maximal d’une partition
Pour tous n,k € N, notons E,;, Uensemble des partitions P € Part([1,n + 1])

telles que

° {k—‘rl}EP.
e Pour tout j > k+1, {j} & P.

Exemple° {{1}a {2a 3}a {4}7 {57 6}7 {77 87 9}} € E83~
Notons (7 ) = |Enk|.

Remarquons que si n < k, alors E,; =0 et (}) = 0. On a aussi Ego = {{{1}}}
et <8> =1.

Deux cas particuliers sont faciles a traiter.

Proposition 43. Pour tout n € N, (I') = B,,.

Démonstration. Soit n € N. Les éléments de E,, sont les partitions P €
Part([1,n + 1]) telles que {n + 1} € P. Clairement, I’application P — P\
{{n + 1}} est une bijection de E,, sur Part([1,n]). Or, cet ensemble est de
cardinal B,,. O
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Proposition 44. Pour tout n € N,

(0= (;)m

k=0

Démonstration. F,  est Uensemble des partitions P de [1,n + 1] telles que

o {1} € P.
e Pour tout j > 1, {j} € P.

Dit autrement, E, est I’ensemble des partitions de [1,n+ 1] qui ne contiennent
que {1} comme singleton. Clairement, cet ensemble est en bijection avec ’en-
semble des partitions de [2,n + 1] qui ne contiennent pas de singleton. Et donc
avec l'ensemble des partitions de [1,n] qui ne contiennent pas de singleton.
Ainsi, |En0| = |G0(E)| = Vn O

6.4 Une relation de récurrence

Les entiers <Z> vérifient une relation de récurrence trés semblable & celle des
coefficients binomiaux.

Proposition 45. Pour tous n,k > 1,
<n > _/n—1 n n
K/ \k-1 k-1
A comparer, évidemment, avec la relation de récurrence
n\ (n-1 n n—1
k) \k—-1 k

Démonstration. Soient n,k > 1. Soit P € E, ;. Deux cas se présentent.

e Cas 1, {k} € P. Soit P’ obtenue a partir de P en supprimant le singleton
{k + 1}, puis en soustrayant 1 a tous les éléments. On a alors P’ €

En-1)(k-1)-
e Cas 2, {k} ¢ P. Soit P’ obtenue a partir de P en échangeant k et k + 1.
On a alors P’ € E,,(;,_1).

On vérifie facilement que lapplication P — P’ est une bijection de F,; sur
Enm-1y(k—1) Y En—1)- Ainsi, cette réunion étant disjointe,

| Enk| = |Em—1)(k—1)| + [ Enk—1)]

d’ou le résultat. [
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Nous sommes presque en mesure de calculer les entiers <Z>, connaissant les
entiers <";1 > Le probléme est le « cas de base » <g> =V, dont la valeur n’est

pas simple. Heureusement, <’11> a une valeur intéressante.

Proposition 46. Pour tout n € N*, <717> =B,_1.

Démonstration. Soit n € N*. Soit P € F,;. Deux cas se présentent.

e Cas 1, {1} ¢ P. Soit A € P I'élément de P qui contient 1. Décomposons
A en singletons. Il y a parmi ces singletons le singleton {1} et aussi
au moins un autre singleton. On obtient une nouvelle partition P’ qui
contient les singletons {1}, {2}, et au moins un autre singleton. Enfin,
supprimons les singletons {1} et {2} de P’ pour obtenir une partition P”
de [3,n + 1] avec au moins un singleton.

e Cas 2, {1} € P. En supprimant de P les singletons {1} et {2} On obtient
une partition P” de [3,n + 1] sans singletons.

On vérifie facilement que 'application P — P’ est une bijection de E,; sur
Pensemble des partitions de [3,n + 1]. Or, il y B,_; telles partitions. Ainsi,
|Eni| = Bp—1. O

6.5 Le calcul des <Z>

Nous connaissons les <2> : <g> =1 et pour tout k > 1, <2> = 0. Soit n > 1.
n

Supposons connus les < ;1> pour k € N. Par les propositions |43| et
<n> _B, = n—1
1 n—1
De la, par la proposition [45]
(or=(0-("0"
0/ \1 0

Enfin, toujours par la proposition on a pour tout k € [2,n]

<n>: n—1 n n
k k-1 k-1
Voici les <Z> pour 0 <mn, k <9.

e La colonne 0 du tableau contient les entiers V,,.
e La diagonale du tableau contient les nombres de Bell B,,.
e La colonne 1 du tableau contient, pour n > 1, les nombres de Bell B,,_;.
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n (@ G Gy &) G Gy &) () ) (5)
0|1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
110 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2|1 1 2 0 0 0 0 0 0 0
3|1 2 3 5 0 0 0 0 0 0
414 5 7 10 15 0 0 0 0 0
5|11 15 20 27 37 52 0 0 0 0

6 | 41 52 67 87 114 151 203 0 0 0
7162 203 255 322 409 523 674 877 0 0

8 | 715 877 1080 1335 1657 2066 2589 3263 4140 O

9 | 3425 4140 5017 6097 7432 9089 11155 13744 17007 21147

FIGURE 6 — Les nombres <Z>

Soit N € N. Pour déterminer By,..., By, il suffit de calculer les A, pour
1<n<Netl<k<n. Tout d’abord, A;1; = 1. Pour tout n € [2, N],

o A1 = Ap—1)(n—1)-
e Pour tout k € [2,n], Apx = A(n—1)(k—1) + Anr—1)- Le calcul de A,
nécessite donc une unique addition.

11 suffit donc de n — 1 additions pour calculer A,1,...,A,,. Le nombre total
d’additions a effectuer est donc

N N-1 1
C’N:nz:;(n—l): ;nz SNV -1)
Pour calculer Bi,..., By, nous avons donc un algorithme de complexité tem-

porelle (en nombre d’additions)

Cn = O(N?)
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