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Premiére partie

Théorie élémentaire des
ordinaux






Tout le monde sait compter : 0, 1, 2, 3, 4, etc. Que signifie ce « et caetera » 7 Jus-
qu’oll peut-on compter ? Peut-on compter au-deld des entiers naturels 7 Existe-
t-il des nombres plus grands que tous les entiers? Oui, il existe des nombres
au-dela des entiers, ce sont les nombres ordinauz, plus simplement appelés les
ordinaux. Mais qu’est-ce qu'un ordinal ? La réponse tient en une phrase :

« Les ordinaux sont les éléments d’une classe propre bien ordonnée dont les
segments initiauxr sont des ensembles. »

Dans la premiére partie de ce livre, nous allons tout d’abord expliciter cette
phrase obscure. Nous explorerons ensuite les premiéres propriétés des ordinaux.
Nous verrons en particulier que les opérations usuelles, addition, multiplication
et exponentiation s’étendent aux ordinaux.

Dans cette premiére partie, nous allons admettre 1'existence des ordinaux. Le
lecteur motivé pourra ensuite lire la deuxiéme partie du livre, dans laquelle
nous montrerons ’existence et l'unicité de la classe des ordinaux. Dans une
troisiéme partie, nous étudierons quelques applications des ordinaux & la théorie
des ensembles.






Chapitre 1

La classe des ordinaux
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1 Introduction

1.1 Classes et ensembles

Soit ¢(z) une formule dépendant de I’ensemble = (et peut-étre aussi d’autres
paramétres). On définit la classe

C={r:p(x)}

La ligne précédente est une pure notation. On définit alors pour tout ensemble
x la signification de « x € C » :

zeC <= p(x)

Notons en particulier la classe U = {x : = x}. Comme tous les ensembles x
vérifient x = z, U est la classe de tous les ensembles. On I'appelle ["univers.

Définition 1.1. Une classe qui n’est pas un ensemble est une classe propre.

Les classes sont donc de deux types :

e Les ensembles.
e Les classes propres.

Prenons garde au fait que les éléments d’une classe quelconque sont des en-
sembles : une classe propre ne peut pas étre un élément d’une autre classe.

Comment savoir si une classe est un ensemble 7 Les axiomes de la théorie des en-
sembles sont justement 1a pour nous le dire. Nous ne détaillerons pas ces axiomes
a ce stade du livre, mais notons que nous avons en particulier les axiomes sui-
vants, énoncés ici de fagon informelle.

e Le schéma d’axiomes de sélection. Toute sous-classe d’un ensemble est
un ensemble.

o L’aziome des parties. Si E est un ensemble, la classe des sous-ensembles
de E est un ensemble.

e L’aziome de la réunion. Si E est un ensemble, la réunion | J, . 5 = de tous
les ensembles qui appartiennent & E est encore un ensemble. On le note
de fagon plus concise | J E. C’est ce que 'on appelle union de ’ensemble
E.

e Le schéma d’axiomes de remplacement. L'image d’un ensemble par une
fonction est encore un ensemble.

Remarquons qu’il est inutile d’invoquer un « axiome de l'intersection ».

Proposition 1.1. Soit E un ensemble non vide. Alors la classe (1 E = (), cp®
est un ensemble.

Démonstration. Soit Xy € E. La classe (| E est une sous-classe de X, c’est
donc un ensemble par le schéma d’axiomes de sélection. [
Que se passe-t-il si £ = () ? Dans ce cas, pour tout ensemble x, on a évidemment

Vyeb,xzey
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Ainsi,
0=u

ou U est la classe de tous les ensembles.

Nous allons maintenant voir que U est une classe propre. Comment montrer
qu’une classe est propre ? Trés souvent, on suppose que c’est un ensemble et on
arrive a une contradiction. Le résultat suivant est dt & Bertrand Russell.

Proposition 1.2. [« PARADOXE » DE RUSSELL]

La classe U de tous les ensembles est une classe propre.

Remarquons les guillemets autour du mot « paradoxe ». Ce qui était un para-
doxe en 1901 ne lest plus de nos jours. Au début du XX¢ siécle, le concept
d’ensemble n’était pas complétement formalisé. Le paradoxe de Russell, entre
autres, a montré la nécessité de préciser exactement ce que ’on entend par un
« ensemble ».

Démonstration. Supposons que U/ est un ensemble. Par le schéma d’axiomes
de sélection, la sous-classe de U

E={zcl:x ¢z}
est aussi un ensemble. Par définition de E, on a pour tout ensemble x
re€FE < z¢x

Comme FE est un ensemble, 1’équivalence ci-dessus est vérifiée pour x = E. On
a donc, en remplacant x par F,

FeFE < E¢F
Contradiction. [

Nous allons dans ce chapitre et les suivants étudier une classe propre, la classe
des ordinauz. Il est possible de définir précisément ce qu’est un ordinal, mais ce
n’est pas la voie que nous choisissons ici pour commencer. Pour faire un paralléle,
un cours élémentaire d’Analyse commence par affirmer ’existence de I’ensemble
R des nombres réels et de ses propriétés caractéristiques. Par exemple, R est
un corps ordonné dont toute partie non vide et majorée posséde une borne
supérieure. La preuve de 'existence de R (par une construction explicite de
celui-ci) est souvent admise dans un premier temps, car elle est relativement
compliquée. Si le but recherché est de travailler sur ’ensemble R, cela ne pose
pas de probléme d’admettre I'existence de R. Bien entendu tout mathématicien
honnéte voudra plus tard examiner la preuve de cette existence.

Pour les ordinaux c’est la méme chose. Construire explicitement les ordinaux
demande d’entrer dans des subtilités sur les ensembles (comme par exemple
de travailler sur le concept d’ensemble transitif). Comme notre objectif est de
manipuler le plus vite possible les ordinaux, nous allons donner trois « axiomes »
terriblement simples qui caractérisent complétement la classe ON des ordinaux.
Redisons-le, ces axiomes n’en sont pas vraiment. Ils peuvent étre montrés a
partir des axiomes de la théorie des ensembles. Nous le ferons dans la seconde
partie du livre.
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1.2 Qu’est-ce qu’un ordinal ?

Définition 1.2. Les ordinauz sont les éléments d’une classe que nous noterons

ON.

Notation. Nous représenterons les ordinaux par les lettres grecques «, 3,7,
etc.

Le lecteur concentré se dira sans doute que cette définition ne nous avance pas
beaucoup. En fait, elle ne nous avance pas du tout, si ce n’est qu’elle nous dit
que la classe des ordinaux est notée ON. Nous allons maintenant donner trois
axiomes qui nous diront ce que ’on peut faire avec des ordinaux. Tout d’abord,
la classe ON est munie d’une relation de bon ordre.

(ON;) La classe ON est munie d’une relation <, vérifiant les propriétés suivantes.

e < est une relation d’ordre sur ON.
e Toute sous-classe non vide de ON posséde un plus petit élément.

Le premier point nous dit que pour tous ordinaux «, g et 7,

o o< .
e a<fANf<a = a=p.
e 0 <fBAB<y = a<n.

Le second point, appelé la propriété de bon ordre, signifie que si C' est une classe
non vide d’ordinaux, alors

Jae CVBeC,a<p

Proposition 1.3. < est un ordre total sur ON.

Démonstration. Soient a et S deux ordinaux. L’ensemble {«, 8} est une
partie non vide de ON. Il posséde donc un plus petit élément. Si c¢’est «, alors
a < B.8Sicest 8, alors f <. O

Remarque. Nous définissons de la fagon usuelle les relations <, > et > sur ON.
Si @ et B sont deux ordinaux,

e o < florsque a < g et a# 5.
e o > (3 lorsque 8 < a.
e a > [ lorsque B < a.

Notation. Pour tous a, § € ON, nous noterons
[o, 8] ={y € ON:ax <y < B}

Nous utiliserons également la notation [[«, 5[ pour exclure S, ainsi que d’autres
notations similaires. Nous appellerons ces classes des intervalles d’ordinauz.
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Jusque 13, rien de bien exceptionnel. Par exemple, N ou ’ensemble {1,2,3,4, 5},
ou méme (), munis de 'ordre usuel, vérifient (ONy). Si nous voulons fabriquer
des objets aussi exceptionnels que les ordinaux, nous devons rajouter un axiome
qui écarte ces ensembles. Soyons exigeants.

(ON3) ON est une classe propre.

Comme () est un ensemble et pas ON, nous savons maintenant qu’il existe des
ordinaux. Si nous appliquons I’axiome (ON;) a la classe ON tout entiére, nous
obtenons 'existence d’un ordinal plus petit que tous les ordinaux. Nous noterons
cet ordinal O :

0 = min(ON)

Maintenant que nous savons que ON est une classe propre, il nous reste a rajouter
un axiome qui nous dira que cette classe est « propre mais pas trop ».

(ON3) Pour tout o € ON, [0, @] est un ensemble.
On prouve facilement que tous les intervalles d’ordinaux sont des ensembles.

Proposition 1.4. Pour tous ordinaux « et B, [, 8], [a, B[, etc. sont des
ensembles.

Démonstration. On a [, 5] C [0,8]. Par (ON3), [0,5] est un ensemble.
Comme toute sous-classe d’un ensemble est un ensemble, [a, 5] est aussi un
ensemble. Méme démonstration pour les autres types d’intervalles. [

Pour résumer nos trois « axiomes » et rajouter un peu d’unicité, voici le théoréme
que nous ne montrerons pas.

Proposition 1.5. [THEOREME FONDAMENTAL|

Il existe une classe propre bien ordonnée (ON, <) telle que pour tout o € ON,
[0, a] soit un ensemble. Une telle classe est unique & bijection croissante unique
pres.

Le résultat d'unicité nous dit que si (ON’, <) est une classe vérifiant ces pro-
priétés, alors il existe une unique bijection croissante de ON sur ON'.

Nous savons maintenant tout, ou presque. Il ne reste plus qu’a en explorer
quelques conséquences, ce qui nous occupera pendant les cent prochaines pages.

1.3 Ensemble ou classe ?

Il existe une fagon trés simple de caractériser les classes d’ordinaux qui sont des
ensembles et celles qui sont des classes propres.
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Proposition 1.6. Soit C une classe d’ordinauz. La classe C' est un ensemble
st et seulement si elle est majorée.

Nous allons montrer ce résultat en deux temps.

Proposition 1.7. Tout ensemble d’ordinaux posséde une borne supérieure (et
est donc majoré).

Démonstration. Soit £ un ensemble d’ordinaux. Soit
F=Jlo,el
ackE
Par ’axiome de la réunion, F' est un ensemble.

Supposons que F ne soit pas majoré. Soit 8 € ON. L’ordinal 8 ne majore pas
E, donc il existe o € E tel que 8 < «. Mais alors, § € [0,a], et donc 8 € F.
Ainsi,

F=0N
Contradiction, puisque F' est un ensemble et pas ON.

Ainsi, E est majoré. L’ensemble des majorants de E est une sous-classe non
vide de ON, qui admet donc un plus petit élément. Ce plus petit élément est,
par définition d’une borne supérieure, la borne supérieure de E. [

Nous n’avons pas exclu le cas oit E = (} parce que nous n’avions pas & le faire.
En effet, tous les ordinaux majorent (), et donc

sup ) = min(ON) =0

Exemple prématuré. Soit o un ordinal. Quelle est la borne supérieure de
Pintervalle [0, ] ? Tout le monde s’attend a ce que ce soit «. Eh bien, tout le
monde a tort : ce n’est pas forcément . Nous reparlerons de cela plus loin.

Proposition 1.8. Soit C' une classe d’ordinaux. Si C est majorée, alors C est
un ensemble.

Démonstration. Supposons que C est majorée par un ordinal a. On a alors
C C[0,a]

Par le schéma d’axiomes de sélection, toute sous-classe d’un ensemble est un
ensemble. Par (ONj3), [0, o] est un ensemble. Donc C' est un ensemble. [

1.4 Successeur d’un ordinal, ordinaux limites

Proposition 1.9. Soit o € ON. Il existe 5 € ON tel que a < 5.
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Démonstration. Comme ON est une classe propre, o ne majore pas ON, d’ot
le résultat. O

Pour tout ordinal «, la classe des majorants stricts de a est ainsi non vide. Cette
classe posséde donc un plus petit élément, ce qui justifie la définition ci-dessous.

Définition 1.3. Soit v € ON. Le plus petit ordinal 3 tel que o < 3 est appelé
le successeur de a.

Notation. Nous noterons S(a) ou a™ le successeur de l'ordinal a.
On définit ainsi une fonction S : ON — ON, la fonction successeur.

La proposition suivante nous montre comment, dans la classe des ordinaux, on
passe d’une inégalité stricte a une inégalité large et vice versa.

Proposition 1.10. Pour tous ordinauz o et [3,

e a<atl.
e a<f = at <4
e a<f <= a<pt.

Démonstration. Le premier point et le sens direct du second point résultent
de la définition de at. De 13, si ot < 3, alors a < a™ < 3, d’oit la réciproque.

La contraposée du second point est
B<a <= f<at

En échangeant les lettres a et [, on obtient le troisiéme point. [

Proposition 1.11. Soient a et 5 deux ordinauz. On a

e a<f — at <pjt.
e a<f < at <jt.
e a=pf < ot =p3".

Démonstration. Supposons a < 5. Alors o™ < 8 puis at < 87.
Inversement, supposons a™ < 7. Alors at < 3, puis a < f3.
Les deux autres équivalences sont des conséquences de la premiére. [

La fonction S est ainsi une fonction strictement croissante de ON vers ON.

Définition 1.4. Un ordinal successeur est un ordinal de la forme BT, ou
B € ON. Un ordinal limite est un ordinal non nul qui n’est pas un ordinal
successeur.

L’ordinal 0 n’est évidemment pas successeur, puisque c’est le plus petit ordinal.
Il existe donc trois types d’ordinaux :

o (
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e les ordinaux successeurs
e les ordinaux limites

Notons le résultat suivant, qui nous donne la valeur de la borne supérieure des
intervalles ouverts d’ordinaux.

Rappelons-nous la question que nous avons posée un peu plus haut : quelle est
la borne supérieure de l'intervalle [0, o 7 Plus généralement, quelle est la borne
supérieure de Uintervalle [o, B8] ?

Proposition 1.12. Soient a, 5 € ON. On suppose o < 3.

e Si B =~" est un ordinal successeur, [a, B[= [a,7].
e Si 8 est un ordinal limite, sup[a, B[= B.

Démonstration.

e Supposons que S = «T est un ordinal successeur. Pour tout ordinal §, on
a

S€fa,B] = a<s<yt

Ainsi, [a, B[= [e,7]- La borne supérieure de U'intervalle [, B[ est donc
.

e Supposons que [ est un ordinal limite. Tout d’abord, 8 majore [a, O[.
Soit v < 3. On a v* < 3. Comme 3 n’est pas un ordinal successeur, on
a aussi v # 3, et donc v+ < 8.

Si v < «a alors, comme « € [a, B[, v ne majore pas [, S[.

Sia<~vy< B, alors a <y <yt < fetdoncyt € [a,B]. De la, v ne
majore pas [a, S[.

Ainsi, S est le plus petit majorant de [o, B[.
U

Nous utiliserons trés souvent le fait suivant, utilisé dans la démonstration ci-
dessus. Si 8 est un ordinal limite, alors pour tout ordinal ~,

v<B = vt <p

Ce qui est remarquable, c’est la conservation de 1'inégalité stricte dans le passage
au successeur.

1.5 Entiers naturels

Posons 0 = 0, le plus petit ordinal. Puis, pour tout n € N, posons

Posons enfin
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Nous venons de définir une fonction de N vers NV, la fonction n — 7. Le schéma
d’axiomes de remplacement nous dit que N est un ensemble.

Définition 1.5. Les éléments de N sont appelés les ordinauz finis. Un ordinal
qui n’est pas fini est un ordinal infini ou transfini.

Proposition 1.13. L’application f : n — 7T est une bijection strictement
croissante de N sur N.

Démonstration. Soit n € N. On a

fin+1)=n+1=n">n=f(n)
Ainsi, f est strictement croissante. Elle est donc injective. Enfin, par définition
de N, f est surjective. O

Les ensembles ordonnés (N, <) et (N, <) sont donc des ensembles ordonnés iso-
morphes. Dorénavant, nous identifierons les éléments de N aux entiers naturels.
Nous écrirons donc n au lieu de 7. Nous identifierons aussi N et N. Nous verrons
au fil des chapitres que cette identification ne pose aucun probléme. Retenons
en particulier qu’avec notre identification,

N C ON

En fait, on a méme N C ON, puisque N est un ensemble et que ON est une
classe propre.

Proposition 1.14. Soit n € N. Alors, n est un ordinal successeur si et seule-
ment si n % 0.

Démonstration. Soit n > 1. On a
m—-Dt=mn-1)+1=n

Ainsi, n est un ordinal successeur. De plus, 0 n’est pas successeur. [

Nous allons maintenant montrer que les ordinaux transfinis portent bien leur
nom. Ils ne sont pas cachés quelque part entre deux entiers naturels, mais ils
sont au-dela de tous les entiers naturels.

Proposition 1.15. Soit o un ordinal. Alors, « est transfini si et seulement si
pour tout n € N, n < a.

Démonstration. Supposons que pour tout n € N, n < a. Alors a ¢ N, donc
« est transfini.

La contraposée de la réciproque est

(GneN,a<n) = a€eN



18 CHAPITRE 1. LA CLASSE DES ORDINAUX

ce qui équivaut &
VneN,(a<n = a€N)

Montrons cette propriété par récurrence sur n.
Supposons a < 0. Alors, comme 0 = min(ON), & = 0 donc a € N.

Soit n € N. Supposons que si @ < n alors a € N. Supposons maintenant que
a<n+1.Sia=n+1, alors a € N. Sinon, « <n+1=n", donc at < nt,
d’ott @ < n. Par ’hypothése de récurrence, « € N. [

La classe des ordinaux transfinis est une sous-classe non vide de ON, elle posséde
donc un plus petit élément. Quel est le plus petit ordinal transfini?

Définition 1.6. On pose w = supN.

Rappelons que tout ensemble non vide d’ordinaux a une borne supérieure, ce
qui justifie I’existence de w.

Proposition 1.16. w est un ordinal transfini.

Démonstration. Supposons un instant que w € N. On a alors wt € N. Or,
w < wT, ce qui contredit le fait que w majore N. Ainsi, w est transfini. O

En fait, w est le plus petit ordinal transfini.

Proposition 1.17. Pour tout ordinal a, « est transfini si et seulement si
w< a.

Démonstration. Soit o € ON. Supposons w < «. Alors, comme w majore N
et n’appartient pas a N, a ¢ N donc « est transfini.

Inversement, supposons « transfini. On a donc pour tout n € N, n < «, et donc
a majore N. Par la minimalité de w, w < . O

Proposition 1.18. w est un ordinal limite.

Démonstration. Soit o < w. L’ordinal « est donc fini. De 13, o™ est aussi
fini, et donc a™ # w. Ainsi, w est un ordinal limite. [

Bien entendu, w n’est pas le seul ordinal transfini. Il y a aussi w™, wt™, etc. Que
cache ce « etc» 7 Nous allons maintenant nous donner deux outils puissants qui
nous permettront d’aller bien au-dela du fini : la démonstration par induction
et la définition par récursion.

2 Démonstrations par induction sur les ordinaux

La proposition ci-dessous est ’équivalent pour les ordinaux du principe de ré-
currence forte sur les entiers naturels.
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Proposition 1.19. Soit p(«) une formule dépendant de l'ordinal o (et éven-
tuellement d’autres parameétres). On suppose que pour tout o € ON,

(VB <a,0(8)) = ¢(a)

Alors, pour tout oo € ON, on a ¢(a).

Démonstration. Supposons qu’il existe « € ON tel que ¢(«) ne soit pas
vérifiée. Prenons un tel o minimal. On a donc pour tout 5 < «, (). Par
I'hypothése, on a donc (), contradiction. [

Voici une version de cette propriété plus adaptée a beaucoup de démonstrations.
Elle est un peu I’équivalent pour les ordinaux du principe de récurrence simple
sur les entiers naturels.

Proposition 1.20. Soit p(«) une propriété dépendant de l'ordinal v (et éven-
tuellement d’autres parameétres). On suppose

e ©(0).
e Pour tout o € ON, (o) = @(a™).
e Pour tout ordinal limite o,

(V8 < a,0(B)) = ¢(a)

Alors, pour tout oo € ON, on a ¢(a).

Démonstration. Identique ou presque a celle de la proposition précédente. Il
suffit de distinguer trois cas. O

Pour l'instant, nous aurions du mal & donner des exemples de démonstrations
par induction non triviales. Pourquoi? Parce que nous n’avons pas encore les
moyens de fabriquer des objets qui « dépendent d’un ordinal ». C’est justement
le but de ’outil suivant, bien plus subtil il faut le dire.

3 Définitions par récursion sur les ordinaux

3.1 Introduction

Dans la section précédente, nous avons parlé de démonstrations par induction
sur les ordinaux. Ici, nous allons voir comment définir des fonctions par induc-
tion. Ce probléme est totalement différent de celui de la preuve par induction.
Aussi, pour suivre ’exemple des anglo-saxons, je ne parlerai pas de définition
par induction mais de définition par récursion.

Avant tout, disons quelques mots sur la notion de fonction. Nous aurons besoin
dans le théoréme de récursion de voir les fonctions comme des ensembles.
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Définition 1.7. Soient C' et D deux classes. Une fonction de C' vers D est
une classe f dont les éléments sont des couples (z,y) ou z € C et y € D. On

demande de plus que
Ve e C,3ly € D, (x,y) € f

On note alors de fagon classique f: C — D, y = f(x), etc.

Notons également le concept de restriction.

Définition 1.8. Soient A et B deux classes. Soit f : A — B une une fonction.
Soit C' C A. La restriction de f a C est la fonction f|c : C — B définie pour
tout z € C par flc(z) = f(x).

3.2 Le théoréme de récursion

Proposition 1.21. Soit G : U — U une fonction. Il existe une unique fonction
f: ON — U telle que pour tout ordinal a,

f(Oé) =G (f|[[0,a[[)

Démonstration. Nous allons pour l'instant montrer uniquement 1'unicité.
Nous réservons 'existence a plus tard.

Supposons qu’il existe deux fonctions f : ON — U et g : ON — U telles que
pour tout ordinal «,

f(Oé) =G (f|[[0,a[[)
g9(a) = G (9l[o,01)
Montrons par induction sur a que pour tout ordinal «, f(«a) = g(a).

Soit @ € ON. Supposons que pour tout 8 < «, f(8) = g(8). Cela signifie que

f‘[[O,oz[[ = g‘[[O,()z[[
De 14,
fla) = G(fljo,ap) = G9l[o,ap) = 9()
O

La preuve de ’existence est plus subtile. Nous verrons cela plus tard. Donnons
également, comme nous 'avons fait pour le théoréme de démonstration par
induction, une version de ce résultat plus adaptée & beaucoup de démonstrations.

Proposition 1.22. Soit a € U. Soient G : U — U et H : U — U deux
fonctions. 1l existe une unique fonction f: ON — U telle que

e f(0) =a.
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e Pour tout ordinal o, f(at) = G(fljo,a)-
o Pour tout ordinal limite o, f(a) = H(f|jo,af)-

Démonstration. Considérons la fonction K : U4 — U définie pour tout
ensemble E € U comme suit.

e K(0) =a.

e Si a est un ordinal et E : [0,a] — U est une fonction, alors K (E) =
G(E).

e Si a est un ordinal limite et E : [0,a[—> U est une fonction, alors
K(F)=H(E).

e Sinon, K(E) = 0.

On vérifie alors facilement que f: ON — U vérifie les conditions voulues si et
seulement si pour tout ordinal «,

f(a) =K (f|[[0,a[[)

On en déduit I'existence et 'unicité de f par le premier théoréme de définition
par récursion. [

3.3 Un exemple

Nous allons définir par récursion sur S la somme « + 8 de deux ordinaux «
et 8. La voici. Nous verrons ensuite comment, précisément, nous appliquons le
théoréme de récursion pour définir cela.

Soit a € ON. On définit par récursion sur S l'ordinal o + S comme suit.

e a+0=aq.
e Pour tout ordinal 8, a + 8T = (o + 8) 7.
e Pour tout ordinal limite 8, a + 8 = sup{a+v:v < 5}.

Pour les ordinaux finis, cette définition coincide avec celle de ’addition usuelle
dans N (le troisiéme point de la définition n’est dans ce cas pas utilisé¢). Notre
identification entre les ordinaux finis et les entiers naturels n’est donc pas remise
en cause.

Nous avons en fait, pour chaque ordinal «, défini la fonction f, : 8 — a + 8.
On a

e fa(0) = .
e Pour tout ordinal 8, fo(81) = (fu(B8))".
e Pour tout ordinal limite 8, fo(8) =sup{f(vy) : v < 8}.

Nous avons appliqué le second théoréme de récursion. Qu’avons nous choisi pour
a, Get H?

Pour a, c’est facile : a = a.

Quand & G, on peut prendre la fonction définie comme suit. Pour tout ensemble
E

)

e S'il existe o € ON tel que E : [0,a] — U, alors G(E) = E(a)™.
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e Sinon, G(E) = 0.
Pour la fonction H, on peut par exemple la définir comme suit.

e Sil existe un ordinal limite « tel que E : [0, a[— U, alors

H(E) = sup{E(f) : B < a}
e Sinon, H(E) = 0.

Remarquons que les valeurs de G et H dans les cas « sinon » importent peu.
Tout ce qu’il faut, c’est que G et H soient définies sur .

Maintenant que nous pouvons enfin fabriquer des fonctions définies sur les or-
dinaux, nous pouvons nous lancer dans une démonstration par induction. Nous
allons faire trés simple.

Proposition 1.23. Pour tout ordinal o, 0 + o = a.

Mais enfin, me direz-vous, a + 0 = « fait partie de la définition de ’addition ?
Certes, mais il s’avére que I’addition des ordinaux n’est pas commutative. Par
exemple :

e w+l=w+4+0"=(w+0)" =wt #w.
e En revanche, comme w est un ordinal limite,

l+w=sup{l+n:n<w}=sup(N")=w

Bref, notre proposition demande a étre prouvée.

Démonstration. Montrons par induction sur a que pour tout o € ON, 0+a =

a.

e 0+0=0.

e Soit @ € ON. Supposons que 0 + o = «a. Alors,

0O+at=0+a)f =at
e Soit « un ordinal limite. Supposons que pour tout 8 < «, 0+ 8 = £.
Alors,
0+ a=sup{0+6:8<a}=sup{f:f <a}l=supl0,a]=a«

([l

Nous verrons bien d’autres propriétés de I’addition dans le prochain chapitre.

Le lecteur pressé pourra maintenant aborder le chapitre suivant, dans lequel
nous parlerons de I’arithmétique des ordinaux. Le lecteur courageux pourra lire
la preuve ci-dessous du théoréme de récursion.
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3.4 La preuve du théoréme de récursion

Nous allons montrer la propriété d’existence du théoréme général de récursion.
Rappelons le théoréme.

Soit G : Y — U une fonction. Il existe une unique fonction f : ON — U
telle que pour tout ordinal «,

f(O() =G (f|[0,o¢[)

Pour tout ordinal «, posons

Ea - {f : [[0,04[[%2/{ : VB <« f(ﬂ) = G(f|[[0,,3[[)}

Les fonctions appartenant a E, sont donc des fonctions qui vérifient « partiel-
lement » la relation de récurrence.

Lemme 1.24. Soient a et 8 deux ordinauz tels que f < «. Soit f € E,. Alors,
flio.p1 € Es-

Démonstration. C’est immédiat. O

Lemme 1.25. Soient o et f deux ordinaux tels que f < «. Soient f € E,, et
g e Eﬁ. On a f‘[[()ﬁ[ =g.

Démonstration. Montrons la propriété par induction sur .

e Si 8 =0, la propriété est trivialement vérifiée.

e Soit € ON. Supposons la propriété vérifice pour 3. Soit o € ON tel que
BT < a. Soit f € E,. Soit g € Eg+. Posons h = g|jo 5. Par le lemme
on a h € Eg donc, par 'hypothése d’induction, on a f[fo g1 = h. Ainsi,
pour tout ordinal v < 3,

F(v) = h(v) = glp.s1(7) = 9(v)

De plus,
f(B) = G(flpo,s1) = G(h) = G(glpo,51) = 9(B)

Ainsi, f[po,51 = 9-

e Soit 8 € ON un ordinal limite. Supposons la propriété vérifiée pour tout
ordinal § < . Soit a € ON tel que 8 < a. Soit f € E,. Soit g € Eg.
Soit v < . Comme S est un ordinal limite, il existe un ordinal ¢§ tel
que v < § < B. Par le lemme on a g|po,s] € Es. Par I'hypothése
d’induction, ff,s7 = glfo,sp et donc

f() = flio.s1(v) = glpo,s1(v) = 9(v)

AinSi7 f||IO,5[[ =g
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Lemme 1.26. Pour tout ordinal o, E, est un singleton.

Démonstration. Le fait que E,, contienne au plus un élément se prouve comme
P'unicité du théoréme de définition par induction.

Montrons 'existence d’un élément dans F, par induction sur a.

e Clairement, Fy est un singleton. Son unique élément est ’application
triviale f: 0 — U.

e Soit @« € ON. Supposons que E, = {f,} est un singleton. Soit f la
fonction définie, pour tout § < a, par f(8) = fo(B), et f(a) = G(fa).
Clairement, f € FE,+.

e Soit @ € ON un ordinal limite. Supposons que pour tout f < o, Eg =
{fs} est un singleton. Posons

F=U 1
B<a

A priori, f est une relation.

* Tout d’abord, montrons que f est une relation définie sur [0, af. Si
(r,y) € f, il existe B < « tels que (z,y) € fz. Ainsi, puisque fz :
[0,8]— U, x € [0, 5] et donc x est un ordinal strictement inférieur a
B, donc & «. Inversement, soit 5 < . Comme « est un ordinal limite, il
existe un ordinal y tel que § < v < a. On a f, C f et donc (5, f,(B)) € f.
Ainsi, 'ensemble des ordinaux z tels qu’il existe un ensemble y pour
lequel (z,y) € f est précisément [0, «f.

* Montrons maintenant que f est une fonction. Soient 5 < avet y,y’ € U.

Supposons (3,y) € f et (B,y') € f. Il existe 7,6 < a tels que (B,y) € fy
et (B,y’) € fs5. Par exemple, v < §. On a alors par le lemme précédent,

fsljo,4p = f~- De 14,
y=f(8)=Ffs(8) =y

f est donc bien une fonction.

* Montrons enfin que f € E,. Soit 8 < «a. Soit v un ordinal tel que
B <7 < a. On a pour tout ordinal § < vy, f(6) = f,(0). Ainsi, f|jo,s1 =
f,y|[[0”g[[. De 1&,

f(B) = 17(B) = G(fylpo.81) = G(flpo.81)

O

Démonstration du théoréme. Par le lemme pour tout o € ON, E, est
un singleton. Appelons f, 'unique élément de E,.

Soit f : ON — U définie, pour tout o € ON, par
fle) = far(a)

Remarquons que pour tout ordinal «, pour tout ordinal § < «,

f(B) = fp+(B) = for(B)
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Ainsi, fljo,af = fat|[o,af- De 14,
fla) = for (@) = G(farlo.ap) = G(fl[0,a[)

La fonction f répond donc & la question. [J

25
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Nous allons dans ce chapitre aborder 'arithmétique des ordinaux. Commengons
par ’addition, que nous avons déja introduite dans le chapitre précédent.

1 L’addition des ordinaux

1.1 La définition

Définition 2.1. Soit @ € ON. On définit par induction sur § la somme o + (8
des deux ordinaux « et .

e v+ 0=aqa.
e Pour tout ordinal 8, a + 8+ = (a + 8) 7.
e Pour tout ordinal limite 3, o+ 8 = sup{a+~v: v < 5}.

Remarquons que pour les ordinaux finis, cette définition coincide avec celle de
I’addition des entiers naturels. Notre identification des ordinaux finis avec les
entiers naturels ne présente donc aucune ambiguité a ce niveau.

Commengons par déterminer les sommes qui font intervenir 0 ou 1.

Proposition 2.1. Pour tout ordinal «,

e a+0=04+a=a.
e a+1l=at.
e Sia>w, alors 1 +a = a.

Bien entendu, si @ < w, alors @ € Net 1+a = a+ 1. C’est une récurrence facile
sur a.

Une conséquence de cette proposition est en particulier le fait suivant :
L’addition des ordinauz n’est pas commutative.

Par exemple, 1 + w = w # w™ = w + 1. Attention, donc. Il est trés rare en
mathématiques qu’une opération notée additivement ne soit pas commutative.

Démonstration.
e L’égalité oo + 0 = « fait partie de la définition de I'addition.
Montrons par induction sur « que pour tout o € ON, 0 + a = a.

e 0+0=0.
e Soit @ € ON. Supposons que 0 + o = «. Alors,

0+at=0+a)" =at

e Soit @ € ON un ordinal limite. Supposons que pour tout 5 < a,
0+ 5 = (. Alors,

O+a=sup{0+3: 8 <a}=sup{f: 8 <a}=sup|0,af=«
e Soit & € ON. On a

a+l=a+0"=(a+0)" =at
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e Montrons par induction sur « que pour tout ordinal o, w < a@ =
l+a=na.

e C’est clair pour a = 0, vu que w < 0 est faux.

e Soit @ € ON. Supposons la propriété vérifiée pour a. Supposons w <
at. Comme w n’est pas un ordinal successeur, on a en fait w < a™,
et donc w < a. De 1a,

l+at=(1+a)" =a"

e Soit v un ordinal limite. Supposons que pour tout f < a, w < f =
1+ B = 8. Commengons par regarder ce qui se passe quand o = w.
Dans ce cas,

l+a=sup{l+n:n<w}=supN'=w
Prenons maintenant o > w. On a

14a = sup{l+8:8<a}
sup{l +B:w<B<a}
sup{f:w < B < a}
= «a

La seconde égalité mérite peut-étre quelques explications. On a

{1+8:8<a} = {1+8:<wpU{l+p:w<B<a}
= NU{l+p:w<p<a}

Le second ensemble du membre de droite est non vide parce que
a > w. De plus, il contient 1 + w = w, qui est strictement plus grand
que les éléments de N*.

O
Corollaire 2.2. Pour tout ordinal « > w et toutn € N, on an+ o = a.

Démonstration. Soit a > w. Montrons la propriété par récurrence sur n.

e 0+a=aqa.

e Soit n € N. Supposons n + a = «. Il va nous falloir ici anticiper un peu.
Admettons provisoirement que ’addition des ordinaux est associative,
nous montrerons cette propriété plus loin. On a alors

mn+l)+a=n+(14+a)=n+a=«

O

Maintenant que nous avons défini I’addition, nous pouvons commencer a dessiner
les « premiers » ordinaux, triés dans ’ordre croissant. Nous avons tout d’abord
les entiers naturels, suivis de w. L’ordinal qui suit immédiatement w est son
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successeur w + 1. On voit ensuite apparaitre w + 2, w4+ 3, etc. jusqu’a w +w. Le
successeur de w + w est (w + w) + 1, etc.

Bien entendu, ce n’est qu'un début. Nous reparlerons de cette liste lorsque nous
aurons abordé la multiplication. Voici une tentative de représentation des ordi-
naux de 0 & (w+w) +w. Chaque trait vertical représente un ordinal. Le premier
« triangle » représente les ordinaux entre 0 et w. Viennent ensuite les ordinaux
de w+ 1 & w+ w, et enfin, pour le dernier triangle, les ordinaux de (w +w) + 1
a (w + w) + w. Chaque triangle est constitué de w traits verticaux.

|HHH‘|”||||IIII||% HHHHN“”""“H —

1.2 Compatibilité avec 'ordre

Nous allons maintenant regarder comment les additions conservent les inégalités.
Mais n’oublions pas que ’addition des ordinaux n’est pas commutative. Nous
allons voir que les additions & droite se comportent moins bien que les additions
a gauche.

Proposition 2.3. Soient «a, 8,7 € ON.
Si B <7, alors B+ a < v+ a.

La réciproque est fausse.

Démonstration. Concernant la réciproque, on a par exemple
24w<l+4w

C’est méme une égalité. Pourtant, 2 £ 1.

Supposons 8 < ~. Montrons par induction sur a que pour tout ordinal «,
BH+a<vy+a.

* f+0=8<y=7+0.
e Soit a € ON. Supposons 8+ a < v+ a. On a alors

Brat=B+a)f <(v+a)f =y+a’

e Soit o un ordinal limite. Supposons que pour tout § < a,, B+ < v+ 9.
On a
Yy+a=sup{y+d:J<a}

Ainsi, pour tout ¢ < a,

b+i<~v+di<~v+a
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L’ordinal v + e majore donc ’ensemble {8 + ¢ : § < a}. Par minimalité
de 8 + «a, qui est la borne supérieure de cet ensemble, on en déduit

B+a<y+a

O

Regardons maintenant les additions a gauche. Ici, tout va pour le mieux. On a
méme conservation des inégalités strictes.

Proposition 2.4. Soient o, 3,7 € ON. On a

<y <<= a+f8<a+y

Démonstration. Montrons par induction sur v que pour tout ordinal ~,
B<y = a+f<a+vy

e (Cest clair si v = 0 puisque B < 0 est impossible.
e Soit v un ordinal. Supposons que f <y = a+ [ < a + . Supposons
B < ~T, c’est a dire 8 < . On a deux cas & considérer.

Si 8 < #, alors, par I'hypothése d’induction,
atf<aty<(at+y)t=a+y"
Si B =, alors
atB=a+y<(a+y) T =a+q"
e Soit v un ordinal limite. Supposons que pour tout § < 7,
<) = a+p<a+d

Supposons 8 < . Comme v est un ordinal limite, on a aussi 7 < 7. En
appliquant I’hypothése d’induction & 87, il vient a + 87 < a + . Or,
a+B<a+ BT, donca+B<a+r.

Passons a la réciproque. On utilise en fait le sens direct. Si 5 = ~, alors a +
B =a+vy £ a+v. De méme, si § > v, par la proposition précédente on a
a+y<a+p,donca+ B £ a+. Ainsi, si a+ f < a+ 7, alors § <~. O

1.3 Soustraction

Proposition 2.5. Soient a et 8 deux ordinauz. On a o < (3 si et seulement si
il existe un ordinal v tel que B = a+ . Un tel ordinal v est alors unique.

On le note vy = B — a.

Retenons donc que 8 — «a est défini lorsque o < 3, et que 'on a ’égalité carac-
téristique

a+(B-a)=5
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Avant d’aborder la démonstration, posons-nous une question. Peut-on déplacer
les parenthéses dans ’égalité ci-dessus ? En d’autres termes, que vaut (a+8)—a?
C’est 'unique ordinal 7 tel que a + v = a + . Clairement, 5 convient. Donc

(a+pB)—a=p

Tout a air d’aller pour le mieux. Encore une question : que vaut (o + 8) — 87
C’est I'unique ordinal v tel que 5+~ = a+ . Et 14, nous sommes trés embétés.
Il est fort possible que 'on ait v # «. Par exemple, si nous prenons o = 1 et
B =w, alors w+ 0 =1+ w et donc

(1+w)—w=0
alors que
14 (w—w)=1
Attention, donc, a la soustraction des ordinaux.
Démonstration. Pour tout ordinal ~,
a=a+0<a+y
Ainsi,
b=a+y = a<p
Inversement, supposons a < 3. Remarquons que
a+p8>04+6=20
Ainsi, la classe
C={yeON:a+vy>p}

est non vide, puisqu’elle contient 8. La classe C posséde donc un plus petit
élément que nous noterons 7.

Tout d’abord, v € C, donc a+~ > . Pour montrer ’autre inégalité, considérons
trois cas.

e Siy =0, alors on a a > . Mais on a aussi a < 3, donc f =a = a +0.
e Siy = 0T est un ordinal successeur, alors, comme ¢ < v, § ¢ C. Ainsi,
a+ 6 < B, et donc

aty=a+d"=(a+d)T<p

e Supposons enfin que 7y est un ordinal limite. Pour tout § < v, § &€ C' et
donc av+ ¢ < B. Ainsi, 8 majore 'ensemble {a+ ¢ : § < ~}. Or, la borne
supérieure de cet ensemble est justement o + v, donc a + v < S.

Il reste & montrer 'unicité de . Soient v,v" € ON. Sivy < ~/, alors a+~vy < a+7/,
donc a+ v # a++'. De méme si 7/ < «. Alnsi, si a +v = a+ 7/, alors v = /.
O

1.4 Addition et bornes supérieures
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Proposition 2.6. Soit E un ensemble non vide d’ordinauz. Soit a € Ord. On
a alors

sup{a+ f: 0 € E} = a+sup(E)

Démonstration. Notons F' = {a+ : 8 € E} et v =sup E. On a pour tout
B € E, <+ etdonc
a+pf<a+y

Ainsi, a + v majore F.

Soit maintenant § un majorant de F. Clairement, comme F est non vide, o < §.
1l existe donc € € ON tel que § = a + €. Pour tout § € F, on a donc

at+pB<a+e

et donc B < e. Il en résulte que € majore F, et donc, par minimalité de 7, v < e.

De 13,
at+y<a+e=9

Ainsi, a + v est le plus petit majorant de F'. [
1.5 Associativité

Proposition 2.7. L’addition des ordinaux est associative. Pour tous ordinaux

Oéaﬁ)’y;
(@a+B8)+y=a+(B+7)

Démonstration. Montrons ce résultat par induction sur ~.

e (a+pB)+0=a+pB=a+(B8+0).

e Soit v un ordinal. Supposons que (o + 8) +v = a + (8 + 7). Alors,
(a+8)+7" ((@+B)+7)7"

(a+(B+y)7"

at (B+7)*

= a+(B+77)

e Soit v un ordinal limite. Supposons que pour tout ordinal § < ~,
(a+B)+do=a+(8+9)
On a alors
(a+pB)+vy = sup{(a+pB)+d:0 <~}
sup{a + (B+9) : 6 <~}
a+sup{f+4d:5 <~}
= a+(6+9)

ou, a l’avant derniére ligne, on a utilisé la proposition [6 O
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1.6 Reésumé

Voici le résumé des principales propriétés de 'addition des ordinaux. Dans le
cadre ci-dessous, a, (3 et v désignent des ordinaux quelconques.

a+0=0+a=a
a+l=a"

a>w = l+a=a«a
(a+B)+y=a+(B+7)
<y = B+a<y+a
<y < a+B<a-+ry

2 Multiplication

2.1 La définition

Définition 2.2. Soit & € ON. On définit par récursion sur § le produit a x 3
des deux ordinaux « et .

e ax0=0.
e Pour tout ordinal 3, a x BT =a x B+ a.
e Pour tout ordinal limite 8, a X 8 = sup{a X v : v < 8}.

Remarquons que pour les ordinaux finis, cette définition donne la multiplication
usuelle des entiers naturels.

Commengons par une mise en garde.

Proposition 2.8. La multiplication des ordinaux n’est pas commutative.

Démonstration. On a

wx?2 = wxl1t
= wXxXl4w
= wx0t+w
= wx04+w+w
= 0tw+w

w4+ w

En revanche, comme w est un ordinal limite,

2xw=sup{2xn:n<w}=w



2. MULTIPLICATION 35

Complétons un peu le dessin que nous avions fait dans la section sur I'addition.
Munis de la multiplication, nous pouvons plus facilement décrire des ordinaux
plus grands. Voici les ordinaux inférieurs & w x w. Le k° triangle représente les
ordinaux entre w x k et w x (k+ 1).

T —

2.2 Elément neutre, élément absorbant
Proposition 2.9. Pour tout ordinal o, « x 0 =0 x o = 0.

Démonstration. Soit @ € ON. On a par la définition de la multiplication,
ax0=0.

Montrons maintenant par induction sur « que pour tout ordinal «, 0 X a = 0.

e 0 x0=0.
e Soit a € ON. Supposons que 0 X a = 0. On a alors

Oxa"=0xa+0=0+0=0

e Soit v un ordinal limite. Supposons que pour tout 5 < a, 0 x § = 0. On
a alors

Oxa = sup{0Oxf:8<a}
sup{0}
0

O

Proposition 2.10. Pour tout ordinal o, a x 1 =1 X a = a.

Démonstration. Soit @ € ON. On a
axl=ax0t=ax0+a=0+a=a

Montrons maintenant par induction sur a que pour tout ordinal «, 1 X o = a.

e 1 x0=0.
e Soit a € ON. Supposons que 1 X a = «. On a alors

IxatT=1lxa+l=a+1l=a"
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e Soit o un ordinal limite. Supposons que pour tout 5 < «, 1 x § = 5. On

a alors
I1xa = sup{lxf:8<a}
= sup{f:B8<a}
= «

O

Proposition 2.11. Pour tout n € N*, n X w = w.

Démonstration. On a n X w =sup F ou
E={nxp:p<w}={nxp:peN}

E C N, donc w majore E. De plus, pour tout m < w, m est un entier naturel et
donc il existe un multiple de n qui est strictement supérieur & m. Ainsi, m ne
majore pas E. Le plus petit majorant de F est donc w. [

2.3 Compatibilité avec ’ordre

Proposition 2.12. Soient a, 3,7 € ON.
Si B <7, alors f x a <y X a.

La réciproque est fausse.

Démonstration. Concernant la réciproque, on a par exemple
w=2xw<lxw=w
Pourtant, 2 £ 1.

Supposons 8 < «. Montrons par induction sur a que pour tout ordinal «,
Bxa<yXa.

e Gx0=0=+vx0.
e Soit a € ON. Supposons 8 X a <y X a. On a alors

Bxat=Fxa+p<yxat+y=yxat

e Soit o un ordinal limite. Supposons que pour tout § < o, 8 x § <y x 4.
On a
yxa=sup{yxd:d<a}

Ainsi, pour tout § < a,
BxI<yxd<yXxXa

L’ordinal v X o majore donc 'ensemble {8 x ¢ : § < a}. Par minimalité
de 8 X «, qui est la borne supérieure de cet ensemble, on en déduit

Bxa<yXa
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O

Lemme 2.13. Soient a,5,7 € ON. On suppose o # 0. Si f < =, alors
axf<axny.
Démonstration. Montrons par induction sur v que pour tout ordinal ~,
B<y = axf<axy
e (C’est clair si v = 0 puisque B < 0 est impossible.

e Soit v un ordinal. Supposons que f <y = a x 8 < a X . Supposons
B < ~T, c’est a dire 8 < ~. On a deux cas & considérer.

Si B < 7, alors, par I’hypothése d’induction,
axf<axy<axy+a=axy"
Si 8 =, alors
axf=axy<axyt+a=axy"

La derniére inégalité est stricte, car o > 0.
e Soit v un ordinal limite. Supposons que pour tout § < ~,

b<d = axf<axi

Supposons 8 < v. Comme 7 est un ordinal limite, on a aussi 37 < 7. En
appliquant ’hypothése d’induction & 87, il vient o x 8T < a x 7. Or,
axfB<ax BT, doncaxf<axy.

O

Proposition 2.14. Soient o, 5,7 € ON. On suppose o # 0. Alors,

<y <= axfB<axry

Démonstration. Le sens direct, c’est la proposition précédente. De plus, si
B =r7,alors a x f =axvy £ axvy. De méme, si 8 > v, par la proposition
précédente on a a x vy < a x f,donca x £ ax~vy. O

2.4 Division euclidienne

Proposition 2.15. [THEOREME D’ ARCHIMEDE]|

Soient v et  deux ordinauz. On suppose B # 0. Il existe un unique ordinal -y
tel que
Bxy<a<Bxyt
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Démonstration. Remarquons que
Bxat=Fxa+B>a+p>a

Ainsi, la classe

C={yeON:f8x~vy>a}

est non vide, puisqu’elle contient a™. La classe C' posséde donc un plus petit
élément que nous noterons 9.

Tout d’abord, § € C, donc 8 x d > «a. Clairement, § # 0. Montrons que J est un
ordinal successeur. Pour cela, supposons que § est un ordinal limite. On a pour
tout v < §, 8 x v < . De la, @ majore 'ensemble {5 x v : v < §} et don, la
borne supérieure de cet ensemble, qui est 3 x d, vérifie

Bxd<a

Contradiction. Ainsi, il existe un ordinal v tel que § = . Comme v < §,v & C.
Ainsi, 8 X v < a. On a donc

Bxy<a<Bxd=Bxy"

11 reste & montrer I'unicité de ~y. Soient ,+" € ON. Supposons que
Bxy<a<Bxyt

Bxy <a<fBxyt
On a donc
Bxy<Bxy
Comme 3 # 0, cela entraine v < ', et donc v < 4'. De méme, v/ < . Ainsi,
y=+". 0
Proposition 2.16. [DIVISION EUCLIDIENNE]

Soient a et B deux ordinaux. On suppose B # 0. Alors, il existe un unique couple
(v,9) d’ordinauzx tel que

a=pBxy+0
6<p

Démonstration. Par le théoréme d’Archiméde, il existe v € ON tel que
Bxy<a<fBxyt
Comme § x v < a, il existe € ON tel que

a=0xy+9

On a alors
Bxy+86<pBxyT=Bx~y+p
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d’ott 6 < B et existence. Pour montrer 1'unicité, supposons que deux couples
(,0) et (v',9’) conviennent. On a

Bxy<a<fxy+d<Bxy+y=px"

et de méme
Bxy <a<pBxyTt

Par I'unicité du théoréme d’Archimeéde, v = 4. De 1a, en reportant,
a=Fxy+i=8x~y+4¢
doud =0 0O

2.5 Multiplication et bornes supérieures

Proposition 2.17. Soit E un ensemble d’ordinaux. Soit o« € ON. On a alors

sup{a x B: € E} = a x sup(E)

Démonstration. Si o =0 ou si E = (), la propriété est évidente. Supposons
donc a # 0 et E # (.

Notons FF={ax f: 8 € E} et vy =supFE. On a pour tout § € E, 8 < v et
donc
axf<axqy

Ainsi, a X v majore F.

Soit § un majorant de F'. Comme « # 0, il existe par le théoréme d’Archiméde
un (unique) ordinal € tel que

axe<d<axel

Pour tout 8 € FE, on a

axfB<i<axer

et donc B < et, d’ott 8 < €. Ainsi, ¢ majore E. Par minimalité de v, v < €. et
donc
axy<axe<d

Ainsi, a x v est le plus petit majorant de F'. [

Remarque. La remarque que nous avions faite pour ’addition s’applique aussi
a la multiplication. Considérons la fonction f: o +—— a X w. On a

fN)={nxw:neN}={0,w}
et donc sup f(N) = w. En revanche,

fupN) = f() =w x w # w

2.6 Distributivité
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Proposition 2.18. La multiplication est « distributive a gauche » par rapport
a l'addition. Pour tous ordinaux o, 3,7,

ax(B+y)=axf+axy

En revanche, elle n’est pas distributive a droite.

Démonstration. Pour la non-distributivité a droite, il suffit de constater que
I+ xw=2xw=w
alors que
Ixw+lXxw=w+tw#w
Montrons maintenant la distributivité a gauche par induction sur +.
eax(f+0)=axf=axf+ax0.
e Soit v un ordinal. Supposons que a x (64+7) = ax S+ a x . On a alors

ax(B+97) = ax(B+7)"
= ax(B+v)+ta
= axft+axy+a
= axB+ax~yt

e Soit v un ordinal limite. Supposons que pour tout ordinal § < -,
ax(B+d)=axf+axd
On a alors

ax(B+v) = axsup{f+d:5<~}

= sup{ax (B+9):6 <~}
supfa x B+axd:d<~v}
ax fB+sup{axd:d <~}
= axft+axy

O
2.7 Associativité

Proposition 2.19. La multiplication des ordinauzx est associative. Pour tous
ordinauz o, 3,7,

(axB)xy=ax(8x7)

Démonstration. Montrons ce résultat par induction sur ~.

o (axfB)x0=0=ax0=ax(8x0).
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e Soit v un ordinal. Supposons que (o x ) x v =a x (8 x 7). On a alors

(axB)x~t = (axB)xy+axp
ax (Bxy)+axp
ax (Bxy+p)
= ax(Bxy")

e Soit v un ordinal limite. Supposons que pour tout ordinal § < ~,
(ax B) x0)=ax (S x9)
On a alors
(axB)xy) = sup{(axB)xd:d<v}
sup{a x (8 x ) : 6 <~}
axsup{f xd§:d6 <~}
= ax(Bx7y)

O

Nous voici en possession des deux opérations « de base » sur les ordinaux :
I’addition et la multiplication. Pour aller encore plus loin, il nous faut maintenant
parler de l’exponentiation. Il y aura la beaucoup & dire, aussi nous réservons
I’étude des puissances & un chapitre complet.

2.8 Reésumé

Voici le résumé des principales propriétés de la multiplication des ordinaux.
Dans le cadre ci-dessous, «, 3, v et § désignent des ordinaux quelconques.

ax0=0xa=0

axl=1xa=«a

(axfB)xy=ax(8x7)
ax(B+y)=axB+axy

B<y = Bxa<yxa
Sia#0,alors f<v <= axf<axy

Si B #£0,alors 3y, 3, (a =B x~v+IAI <)

3 Les points fixes de ’addition

Terminons ce chapitre par un petit exercice, la résolution d’une équation. Soit
« un ordinal fixé non nul. Quels sont les ordinaux 3 tels que S +a=a?Ily a
évidemment S = 0, mais ce n’est pas le seul.
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Proposition 2.20. Soient a et 8 deux ordinauz. On a

b+a=a <= Iye ONa=Fxw+7y

Démonstration. Si 8 = 0 I’équivalence est évidente. Supposons donc 3 # 0.

(=) Supposons que 8+ a = a. Effectuons la division euclidienne de « par . Il
vient

a=pxe+0
ol € et § sont deux ordinaux et § < (3. De 14,
Bxe+d=0+Fxe+d
ou encore, en simplifiant par J et en factorisant,
Bxe=8x(1+¢)
Comme 3 # 0, on en déduit ¢ =1+ ¢, c’est a dire € > w. Ainsi,
a=0FXe+d>fxw+0=0F%xw

et donc il existe v € ON tel que a =8 X w + 7.

(<) Supposons qu’il existe v € ON tel que « = 8 X w + . On a alors

B+a = B+Bxw+y
= Bx(1+w)+y
= Oxw+y

= «
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1 Une topologie sur ON

Dans tout ensemble ordonné il est possible de définir une topologie, appelée la
topologie de ’ordre, dont les ouverts sont batis a partir des intervalles. Bien que
les ordinaux forment une classe propre, les intervalles de la classe ON sont des
ensembles. Nous allons donc pouvoir définir sur ON une topologie & partie de
ces intervalles, comme on le fait par exemple sur I’ensemble R des nombres réels.

1.1 Les ouverts

Définition 3.1. Les intervalles ouverts de ON sont les intervalles |, 8] et

[0, B[, ou «, 3 € ON.

Un sous-ensemble de ON est un ouvert s’il est la réunion d’un ensemble d’inter-
valles ouverts.

Remarquons que pour tous ordinaux «, 3, Ja, 8] =]a, 87 est aussi un intervalle
ouvert.

On définit ainsi sur ON une topologie, la topologie de [’ordre.

Définition 3.2. Soit @ € ON. Un voisinage de o est un sous-ensemble V' de
ON contenant un ouvert qui contient .

Notation. Nous noterons V(«) la classe des voisinages de l'ordinal a.

Proposition 3.1. Soit « € ON.

e Si a est 0 ou un ordinal successeur, alors une base de voisinages de «
est constituée par le seul singleton {a}.

o Sia est un ordinal limite, une base de voisinages de o est constituée des
intervalles |y, a] ot v < a.

Démonstration.

e {0} = [0, 1] est ouvert et si @ = 87 est un ordinal successeur, {a} =], ]
est ouvert.

e Supposons que « est un ordinal limite. Soit V' un voisinage de a. L’en-
semble V' contient donc un ouvert Q qui contient «. Il existe alors v <
a < § tels que ]y, 5[C Q. De 14,

Iv. o] Cly,d[cQCV

O

Les points intéressants pour la topologie de ON sont donc les ordinaux limites :
si a est un ordinal limite, et V' est un voisinage de «, alors il existe v < « tel
que Jv,a] € V. Cet intervalle contient une infinité d’éléments (entre autre les
ordinaux v +n ou n € N*), donc V n’est pas un ensemble « trivial ».
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1.2 Propriétés des voisinages

Proposition 3.2. Soit « € ON. L’intersection de tous les voisinages de a est
.

Démonstration. C’est clair si « = 0 ou si a est un ordinal successeur, puisque
dans ce cas, {a} est un voisinage de «. Supposons maintenant que « est un
ordinal limite.

Pour tout 8 < «, il existe v € ON tel que 8 < v < «, par exemple v = ST.
Ainsi, S €], a], donc S n’est pas dans lintersection des voisinages de .

Pour tout 8 > «, 8 €]y, a], ot v est un ordinal tel que v < «. Ainsi, 8 n’est
pas dans l'intersection des voisinages de a.

En conclusion, seul « est dans I'intersection des voisinages de a.. [J

Il s’avére que la topologie que nous venons de définir sur ON est séparée.

Proposition 3.3. Soient a et § deux ordinaux distincts. Il existe un voisinage
V de o et un voisinage V' de B tels que VNV’ = ().

Démonstration. Ily a plusieurs cas a considérer. Traitons le cas o1 0 < a < 3.
Les autres cas sont laissés en exercice. Les intervalles ]0, a] et Jo, 8] sont un
voisinage de « et un voisinage de 3, et

10, a]N)e, B] = @

O

Maintenant que ON est muni d’une topologie, on peut y définir toutes les notions
liées aux espaces topologiques. Par exemple, la notion de point adhérent.

1.3 Adhérence

Définition 3.3. Soit C une sous-classe de ON. Soit o € ON. L’ordinal o est
adhérent a C si pour tout voisinage V de o, VN C # ().

Proposition 3.4. Soit E un ensemble non vide d’ordinauz. Alors, sup E est
adhérent a E.

Démonstration. Notons a = sup F. Si a = 0, la conclusion est évidente.
Supposons donc a # 0. Soit V' un voisinage de a. Il existe f < «a tel que
18,«] € V. L’ordinal § ne majore pas E, donc il existe v € E tel que 5 < v < «.
Ainsi, |8, o] N E # (0 et, a fortiori, VN E # 0. O

Pour toute sous-classe C' de ON, nous noterons C I'ensemble des points adhérents
a C. La classe C' est l’adhérence de C.
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2 Notion de limite

2.1 Introduction

Définition 3.4. Soit f : C' € ON — ON une fonction définie sur une sous-

classe C' de ON. Soit o € C. Soit A € ON. La fonction f tend vers A\ en «
si
YW e V(A),IV e V(a), f(CNV)C W

Nous noterons f(8) — A.
B—a

Proposition 3.5. Si une fonction admet une limite en un point, cette limite
est unique.

Démonstration. Soit f : C C ON — ON. Soit a € C. Soient A, € ON.
Supposons que f(/3) ﬂ—> Aet f(B) /3—> N.
— —Q

Soient W un voisinage de A et W’ un voisinage de X'. Il existe V, V'’ € V(a) tels
que f(CNV)CWet f(CNV')C W' On a alors

fenvnvhycwnw’

VNV’ est un voisinage de . Comme « est adhérent & C, on a donc CNVNV' £ (),
et donc f(CNV NV’ #0. A fortiori, W N W’ # (). Ceci étant vrais pour tous
les voisinages de A et X, il en résulte A = \'. O

Proposition 3.6. Soit f : C' C ON — ON. Soit a € C. Si f a une limite en
a, alors cette limite est f(a).

Démonstration. Soit A € ON. Supposons que () B—> . Pour tout voisinage
—a

W de A, il existe un voisinage V de «a tel que f(CNV)CW.Or,a e CNV,
donc f(«) € W. Ainsi,

fla)e [ W={

Wev(x)
Dou f(a)=A. O

La notion de limite n’est intéressante que lorsque « est un ordinal limite. En
effet, si @ = 0 ou « est un ordinal successeur, alors a € C' si et seulement
si « € C (car {a} est un voisinage de o qui rencontre C'). De la, pour tout

voisinage W de f(a), en prenant V = {a} on obtient

fenv)=f{a}) ={f(@) e W

Ainsi, f tend vers f(a) en a.
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2.2 Fonctions continues

Définition 3.5. f:C C ON — ON une fonction définie sur une sous-classe
C de ON. Soit a € C. La fonction f est continue en « si f a une limite en «
(cette limite étant forcément f(«), puisque o € C).

La fonction f est continue sur C si pour tout a € C, f est continue en a.

Remarquons qu’une fonction est automatiquement continue en 0 ou en un ordi-
nal successeur. Dans la suite, nous concentrerons donc nos preuves de continuité
sur les ordinaux limites.

2.3 Un exemple

Proposition 3.7. Soit « € ON. La fonction f : ON — ON définie par
f(B) = a+ B est continue sur ON.

Démonstration. Soit v un ordinal limite. Montrons que f () 5—> f (). Soit
—

W un voisinage de a++. W contient un intervalle ouvert [, a+~], on 6 < a++.
Si § < a, alors Ja™,a + 4] C]Jd,a +~] € W. On peut donc sans restriction
supposer que § > «. Il existe donc € > 0 tel que § = a 4+ €. Remarquons que

ate<a+vy

et donc € < 7. Posons V' =]e,~]. L’ensemble V' est un voisinage de . Pour tout
B €V, on a alors
d=at+e<a+pf<a+y

c’est a dire f(B) €]4,a +~] C W. La fonction f est donc continue en . O
Nous pourrions aussi montrer que la fonction 8 —— « X 3 est continue sur ON.
Mais dans le paragraphe suivant, un résultat nous donnera automatiquement
cette propriété.

2.4 Continuité et bornes supérieures

Nous avons vu dans la section sur ’addition une propriété remarquable : si F
est un ensemble non vide d’ordinaux et o € Ord, alors

sup{a+B:0€E}=a+supFE

Ecrivons cette propriété de facon un peu différente. Soit f : ON — ON définie
pour tout ordinal 8 par f(8) = a + 8. L’égalité ci-dessus s’écrit maintenant

sup{f(8): B € E} = f(sup E)
ou, encore mieux,
sup f(E) = f(sup(E))

ou f(FE) désigne I'image directe de I'ensemble E par la fonction f. Cette pro-
priété est en fait vraie pour toutes les fonctions continues croissantes.
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Proposition 3.8. Soit f : ON — ON une fonction continue strictement
croissante. Pour tout ensemble non vide E d’ordinauz, on a

sup f(E) = f(sup E)

Démonstration. Sisup £ = 0 ou sup F est un ordinal successeur, on vérifie fa-
cilement que sup £ = max E € E. Par la croissance de f, max f(F) = f(max E).

Supposons maintenant que o = sup E est un ordinal limite. Comme la fonction
f est croissante, on a pour tout 5 € E, f(8) < f(«). Ainsi, f(«) majore f(FE).

Soit § < f(«). Par la continuité de f en «, il existe V € V() tel que f(V) C
10, f(@)]. Soit v < « tel que Jy,a] € V. Comme a = sup F, il existe 8 € E tel
que S €]y,a]. De la, f(B) €]9, f(a)] et donc § < f(B). Ainsi, § ne majore pas
f(E). En conclusion, f(«a) est le plus petit majorant de f(E). O

Cette propriété posséde une réciproque.

Proposition 3.9. Soit f : ON — ON une fonction strictement croissante.
On suppose que pour tout ensemble non vide E d’ordinaux, on a

sup f(E) = f(sup E)

Alors [ est continue sur ON.

Démonstration. II suffit évidemment de montrer que f est continue en les
ordinaux limites. Soit donc a un ordinal limite. Soit W un voisinage de f(«).
Comme f est strictement croissante et a > 0, on a f(a) # 0. Il existe donc
§ < f(a) tel que J6, f(a)] € W. Soit E = [[0,af. On a a = sup E et donc

fa) = f(sup E) = sup f(E)
Comme ¢ < f(a),  ne majore pas f(E). Il existe ainsi 5 € E tel que 6 < f(5) <
f(a).

Posons V' =] 3, a]. Soit vy € V. On a 8 < v < a et donc, par la croissance stricte
de f,

fB) < f(v) < fla)
Ainsi, f(y) € W et donc f(V) C W, d’ou la continuité de f en a. O

Nous avons ainsi en corollaire le résultat suivant :

Proposition 3.10. Soit a € ON.

e La fonction B — a+ B est continue sur ON.
e La fonction B —— a X B est continue sur ON.

Remarque. La fonction f : ON — ON définie par f(o) = a 4+ w n’est pas
continue. La fonction f est bien croissante. Pourtant, comme pour tout n € N,
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n+w=uw,

JN)={n+w:neN} ={w}
et donc sup f(N) = w. En revanche,

f(supN) = fw) =wtw#w

De méme, la fonction g : ON — ON définie par g(«) = axw n’est pas continue.
La fonction g est croissante. Cependant, comme pour tout n € N, n X w = 0 ou
w?

gN)={nxw:neN}={0,w}

et donc sup g(N) = w. En revanche,

g(supN) = g(w) =w xw #w

3 Suites transfinies

3.1 Introduction

Définition 3.6. Soit o € ON. Une suite d’ordinauz de longueur « est une
fonction
w: [0, a[— ON

Nous parlerons de a-suite pour exprimer qu’une suite est de longueur a. En
particulier, une w-suite est une suite au sens usuel du terme.

Comme pour les suites usuelles, I'image de l'ordinal § < « par la suite u est
notée ug. La suite u elle-méme est notée u = (ug)g<a-

3.2 Limite d’une suite

Comme une suite transfinie est une fonction, on dispose bien entendu de la
notion de limite. Ce qui nous intéresse concernant la a-suite u est évidemment
la limite éventuelle de ug lorsque (3 tend vers a. Pour cela, il est nécessaire
que « soit adhérent a I’ensemble [0, «f, et donc que a soit un ordinal limite.
La proposition ci-dessous ne fait que répéter la définition de limite pour les
fonctions.

Proposition 3.11. Soit o un ordinal limite. Soit u une a-suite. Soit A € ON.
La suite u tend en o vers Uordinal A si et seulement si

YW eVA), Iy <o,V <a,(f>7 = ugeW)

Nous écrirons plus simplement dans la suite
YW e V(A), 3y < a,VB8 > y,ug e W

étant sous-entendu que f < a.
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On note évidemment ug — A.
B—ra

Regardons ce qui se passe lorsque A = 0 ou A est un ordinal successeur. Dans
ce cas, W = {A} est un voisinage de A. Ainsi, si u tend vers A, on a

Iy < a, VB > v,ug = A

Ainsi, la suite u est stationnaire. La réciproque est évidente : si u est stationnaire,
égale a A, alors u tend vers A, et ceci que A soit un ordinal successeur ou un
ordinal limite.

Dans le cas out A est un ordinal limite, la situation est plus intéressante. On a
alors, en reprenant la définition de limite, la propriété suivante.

Proposition 3.12. Soit a un ordinal limite. Soit u une a-suite. Soit A un
ordinal limite. La suite u tend en o vers lordinal A si et seulement si

Vo <A,y <o, VB >7v,0 <ug <A

3.3 Suites décroissantes

Les suites décroissantes d’ordinaux sont forcément des suites trés simples.

Proposition 3.13. Soit o un ordinal limite. Soit u une a-suite décroissante
d’ordinauz. Alors, la suite u est stationnaire.

Démonstration. Soit

C={ug:p<a}
La classe non vide d’ordinaux C' (en fait, C' est un ensemble par le schéma
d’axiomes de remplacement) posséde un plus petit élément A. L’ensemble

E={y<a:uy, =X}

est un ensemble non vide d’ordinaux, il posséde donc un plus petit élément que
nous noterons v. Pour tout ordinal 8 € [v,«[, on a par la décroissance de u,
ug < uy = A. De plus, ug € C donc ug > A. Ainsi, ug = A. O

Toute a-suite d’ordinaux, étant stationnaire, est donc convergente. Remarquons
pour en finir avec les suites décroissantes le résultat suivant.

Proposition 3.14. Soit o un ordinal infini. Il n’existe pas de a-suite d’ordinaux
strictement décroissante.

Démonstration. Soit u une a-suite strictement décroissante d’ordinaux. Comme
« est infini, on a a > w. La w-suite (uy)n<, est une suite décroissante d’ordi-
naux. Par la proposition précédente elle est stationnaire. Il existe donc deux
entiers naturels m < n tels que u,, = u,, ce qui contredit la décroissance
stricte. [

Passons maintenant au cas des suites croissantes d’ordinaux. La situation est
trés simple.
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3.4 Suites croissantes

Proposition 3.15. Soit a un ordinal limite. Soit u une «-suite croissante.
Alors la suite u converge.

Démonstration. Considérons la classe
C={ug:p<a}

Par le schéma d’axiomes de remplacement, C' est un ensemble d’ordinaux. L’en-
semble C' posséde donc une borne supérieure A\. Montrons que u tend vers A.
Deux cas surviennent, selon que X € C ou pas.

e Cas 1, A € C. Dans ce cas, facilement, la suite u est stationnaire. Il existe
0 < «a tel que pour tout 5 € [0, af, on ait ug = A. La suite u tend donc
vers .

e Cas 2, A € C. Soit v < A. L’ordinal v ne majore pas C. Il existe donc
0 < « tel que us > . Par la croissance de u, on a alors pour tout

B e [d,al,

v <us <ug < A

ot la derniére inégalité résulte de ce que ug € C, et A € C. Dit autrement,

VB € [6,af,us € [v,A\]

ce qui est précisément la définition de limite. Ainsi, la suite u tend vers
A. Remarquons que dans ce cas, A est nécessairement un ordinal limite.
En effet, u tend vers A mais ne prend pas la valeur .

3.5 Limites de fonctions, limites de suites

Proposition 3.16. Soit f : C C ON — ON. Soit a € C. Soit A € ON. On
suppose que f(f3) B—> A. Alors, pour tout ordinal limite 8, pour toute -suite
—a

(ug)p<s de points de C' qui converge vers a, la §-suite (f(ug))s<s converge vers

A

Démonstration. Soit § un ordinal limite. Soit (ug)g<s une d-suite de points de
C' qui converge vers a. Soit W € V(A). Il existe V' € V(«) tel que f(CNV) C W.
Comme la J-suite u converge vers «, il existe v < « tel que pour tout 5 > ,
ug € V. On a aussi ug € C, donc ug € CNV.Dela, f(ug) € f(CNV)CW.
Nous avons donc prouvé

YW € V(A), Iy <6,VB >, flug) e W

ce qui prouve la convergence de f(ug) vers A. O

Cette proposition admet une réciproque. Avant de donner cette réciproque nous
devons dire quelques mots sur la cofinalité des ordinaux.
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Définition 3.7. Soit a un ordinal limite. La cofinalité de « est le plus petit
ordinal limite 0 tel qu’il existe une J-suite strictement croissante d’ordinaux qui
converge vers .

On note cf(a) la cofinalité de .

Remarquons qu'il existe bien un tel . En effet, la a-suite (5)g<q est une suite
strictement croissante qui tend vers .

Exemples. Remarquons que la cofinalité d’un ordinal limite étant aussi un
ordinal limite, celle-ci est donc supérieure ou égale & w. Pour commencer par
Pexemple le plus simple, ¢f(w) = w puisque la suite (n),<. est strictement
croissante et converge vers w. Autre exemple, c¢f(w X w) = w car la suite (w x
N)n<w €st strictement croissante et converge vers w X w.

Il n’est & ce stade du livre pas possible de donner des exemples d’ordinaux dont
la cofinalité n’est pas w. Cela dit, gardons a ’esprit que de tels ordinaux existent.

Venons-en & notre réciproque.

Proposition 3.17. Soit f : C € ON — ON. Soit a € C un ordinal limite.
Soit § = cf(a). Soit X € ON. On suppose que pour toute -suite (ug)a<s de
points de C qui converge vers ., la d-suite (f(ug))p<s converge vers A. Alors,

f(B) [:;A-

Démonstration. Si a = 0 ou « est un ordinal successeur, une J-suite crois-
sante qui tend vers « est stationnaire et égale & . La d-suites des images par f
est aussi stationnaire, et égale & f(«). On a donc A = f(«). Comme f est auto-
matiquement continue en «, le conclusion est immédiate. Supposons dorénavant
que « est un ordinal limite. Montrons la contraposée de I'implication.

Supposons que f(8) ne tend pas vers A lorsque 8 tend vers a. On a donc
W e VN),VV e V(a),30 € CNV, f(B) ¢ W

Donnons-nous un tel voisinage W de A. Soit (vg)g<s une d-suite strictement
croissante qui tend vers a. Pour tout ordinal 8 < ¢, 'intervalle Vg = [ug, a] est
un voisinage de . Il existe donc ug € C' N V3 tel que f(ug) & W.

Facilement, la suite (ug)g<s est une d-suite de points de C' qui converge vers c.
Cependant, les ordinaux f(uf) n’appartiennent pas & W, donc f(ug) ne tend
pas vers A lorsque 3 tend vers 6. O
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1 Puissances

1.1 La définition

Définition 4.1. Soit o € ON. On définit par induction sur 3 I'ordinal .

o o' =1. .
e Pour tout ordinal 8, o = of x a.
e Pour tout ordinal limite non nul 3, a® = sup{a” : v < 8}.

Nous appellerons I'opération («, ) — o 'opération d’ezponentiation.

Remarquons que pour les ordinaux finis, cette définition redonne les puissances
usuelles des entiers naturels. Toujours aucune ambiguité, donc, pour notre iden-
tification des ordinaux finis avec les entiers naturels.

2—axaetadP=axaxa.

Exercice. Montrer que pour tout ordinal o, «
Exercice. Montrer que pour tout n € N, n¥ = w.

Commengons par les puissances dans lesquelles interviennent 0 ou 1.

Proposition 4.1. Pour tout ordinal o,

o a’=1.
e 0'=1etsia#0,0%=0.
e ol =a.
o 14 =1.

Démonstration. En exercice. Soit cela résulte de la définition des puissances,
soit c’est une induction facile sur . [

Proposition 4.2. L’opération d’exponentiation n’est pas commutative.

Démonstration. On s’en doute, vu que 2% = 8 alors que 3% = 9. Mais donnons
un exemple plus instructif. Montrons que w? # 2¥. On a w? = w x w > w. En
revanche, 2 = w. [

Remarquons que contrairement & ce qui se passe pour les entiers naturels, &
savoir que si n est un « grand » entier, alors n? est « beaucoup plus petit » que
2" on a 2* < w?. Attention, donc, aux idées recues.

Complétons le schéma que nous avions fait pour la multiplication. Voici les
ordinaux inférieurs & w®. On voit sur le dessin 8 « paquets » d’ordinaux. Le k°
paquet représente les ordinaux entre wk et Wkt

1.2 Compatibilité avec 'ordre

Proposition 4.3. Soient o, 3,7 € ON.
Si B <7y, alors B < y*.
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g e

8

FIGURE 4.1 — Les ordinaux inférieurs a w

La réciproque est fausse.

Démonstration. Concernant la réciproque, on a par exemple
w=3“<2%=w

Pourtant, 3 £ 2.

Supposons f < «. Montrons par induction sur a que pour tout ordinal «,
B <A

° ﬂO =1= ,‘/0.
e Soit o € ON. Supposons 8¢ < ~“. On a alors

BT =B x Bt xy =T

e Soit v un ordinal limite. Supposons que pour tout § < a, 4° < ~°. On a
7 =sup{y° : § < a}

Ainsi, pour tout ¢ < a,
B <A’ <y°

L’ordinal 4 majore donc I’ensemble {3° : § < a}. Par minimalité de 5%,
qui est la borne supérieure de cet ensemble, on en déduit

Br <
O

Lemme 4.4. Soient o, 3,7 € ON. On suppose a > 2. Si 8 < 7, alors o < a.

Démonstration. Montrons par induction sur  que pour tout ordinal -,
B<y = o’ <a”

e C’est clair si v = 0 puisque 5 < 0 est impossible.
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e Soit v un ordinal. Supposons que f < v = af < . Supposons
B < ~T, c’est a dire 8 < ~. On a deux cas & considérer.

Si B < =, alors, par ’hypothése d’induction,
ozﬁ<oﬂ§oﬂ><oz:oﬂ+
Si g =1, alors
P =a<axa=a""
La derniére inégalité est stricte, car av > 1.
e Soit v un ordinal limite. Supposons que pour tout § < -,

B<d = P <ad

Supposons f < 7. Comme 7 est un ordinal limite, on a aEssi BT < .
En appliquant I’hypothése d’induction a g+, il vient o® < a?. Or,
af < a'8+, donc o < a”.

]

Proposition 4.5. Soient a, 5,7 € ON. On suppose « > 2. Alors,

B<y <= o <o

Démonstration. Le sens direct, c’est la proposition précédente. De plus, si
B =1, alors a® = a7 £ a7. De méme, si § > v, par la proposition précédente
onaa’ <af donca’ £a¥. O

1.3 Continuité de I’exponentiation

Lemme 4.6. Soit 8 un ordinal. On suppose B > 2. Alors, pour tout ordinal -y,
B =1.

Démonstration. Montrons ce résultat par induction sur ~.

o 30=1>0.

o fl=p>1.
e Soit v € ON, v > 1. Supposons que 37 > . On a alors

B =R xB2yxfEyx2=y+y2y+1=7"
e Soit v un ordinal limite. Supposons que pour tout ordinal § < v, 3% > 4.
On a
87 =sup{p’: 5 <~}
Supposons que 57 < . Comme 7y est un ordinal limite, il existe un ordinal

6 tel que
BT <d<y

On a alors
B <8< p°
ce qui contredit le fait que pour tout § < v, #° < B7. Ainsi, 37 > .
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Proposition 4.7. Soient « et § deux ordinauz. On suppose o # 0 et § > 2.
Alors il existe un unique ordinal 7y tel que

B <a<p’

Démonstration. Considérons la classe
C:{5€ON:B‘S>04}

Remarquons que B"‘+ > at > a. Ainsi, at € C et la classe C n’est pas vide. C
posséde donc un plus petit élément que nous appellerons §. Comme a # 0, on
a clairement 0 # 0.

Supposons que § est un ordinal limite. Pour tout v < 4, on a alors 57 < «. Ainsi,
a majore 'ensemble {7 : v < §}. Or, la borne supérieure de cet ensemble est
B9, et donc 8% < a, contradiction.

Ainsi, § = 7 est un ordinal successeur. On a alors par minimalité de §, 87 < a.
En conclusion,

B <a<p’
Montrons maintenant 'unicité. Supposons qu’il existe deux ordinaux ,~" tels
que

B <a<p’”

F' <a<p”

Ona BY < B, donc v <~'+ doit v < +'. De méme, v/ < 7. Ainsi, v =+/. O

Proposition 4.8. Soit a € ON. La fonction f : ON — ON définie par
f(B) = af est continue sur ON.

Démonstration. Pour a = 0, c’est évident puisque dans ce cas pour tout
B # 0, f(8) = 0. De méme si & = 1. Nous supposons donc que o > 2. On se
concentre évidemment sur la continuité en les ordinaux limites.

Soit S un ordinal limite. Soit W un voisinage de f(8). Il existe v < f(8) tel
que [, f(8)] € W. Soit & I'unique ordinal tel que a® < v < as’, Supposons un
instant que o > f(B). On a alors
a® < af < a‘5+
et donc, comme o > 2,
§<p<ot

et donc 8 = §1. Contradiction, puisque /3 est un ordinal limite. Posons V =
]6F, B]. Pour tout € € V, on a

T <e<p
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et donc )
y<a® < f(e) < f(B)
Ainsi, f(e) € W. En conclusion, f(V) C W, donc f est continue en 5. O

Si a # 0, la fonction 8 — of est croissante. Si a = 0, elle est « presque »
constante. On en déduit, comme nous l'avions fait pour la multiplication, le
corollaire suivant.

Corollaire 4.9.

Soit E un ensemble non vide d’ordinaux. Soit « € Ord. On a alors

sup{a® : B € E} = o®"P(P)

Remarque. Soit § € ON. La fonction f : o — af n’est en général pas
continue. Prenons par exemple § = w. On a

FN) = {n* i 0 € N} = {w}
et donc sup f(N) = w. En revanche,

f(supN) = f(w) =w” £ w

1.4 Propriétés algébriques des puissances

Etant donnés trois ordinaux «, 3,7, il est logique de se demander s'il existe des
« formules » donnant la valeur des ordinaux a”*7, a®*7, (a x B)7 et (a + 3)7.

Il y a peu d’espoir pour les deux derniéres quantités, parce que ’addition et la
multiplication des ordinaux ne sont pas commutatives. En plus, la multiplication
n’est distributive par rapport a I’addition que d’un cété. Par exemple,

(a+B)* = (a+p)x(a+f)=(a+p) xa+(a+p) xp
et on ne peut pas faire mieux. De méme,
(axp)P=axfxaxf

mais comme la multiplication n’est pas commutative, il n’y a rien de plus a
faire.

En revanche, il est possible d’obtenir des résultats pour a®t7 et a#*7.
Proposition 4.10. Pour tous ordinauz o, 3,7,

Pt =af x ¥

Démonstration. Montrons la propriété par induction sur ~.

o aft0 =af =af x1=0af xa.
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e Soit v un ordinal. Supposons que a’t7 = o x a?. On a alors

P = BT

Pt x a

a? x o’ xa

n
= o xa”

e Soit v un ordinal limite. Supposons que pour tout ordinal § < ~,
P = af x ol
On a alors
oPtr = gsuwp{B+d<a}
= sup{a®*°:5 <~}
= sup{a’ xa’: 8 <~}
= of xsup{a®: 0 <~}

= o’ xa”

O

Proposition 4.11. Pour tous ordinauz «, 3,7,

(aﬁ)'v — o>

Démonstration. Montrons ce résultat par induction sur ~.
o (&) =1=al=0aP*0
e Soit  un ordinal. Supposons que (a®)” = a”*7. On a alors
(aﬁ)v - (a/3>'v % o
= a7 x o’
a8

"
aP X

e Soit v un ordinal limite. Supposons que pour tout ordinal § < ~,
(aﬁ)é _ aﬂxé
On a alors
(@”) = sup{(e”)’:6 <~}

= sup{a®*°:5 <~}
asup{ﬁx5:5<'y}

aPx
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O

2 Les points fixes de la multiplication

Proposition 4.12. Soient a, 5 € ON. On a

Bxa=a < Jye€ ONa=pYXxy

Démonstration. Tout d’abord, pour tout v € ON,
BxBY xy=p"xy=p%xy

Inversement, supposons que 8 X a = a. Si 8 = 0, la conclusion est immédiate.
Supposons donc 5 # 0. Effectuons la division euclidienne de « par . On a

a=p8Yxy4+9
ou § < B“. De la, en remplagant dans I’égalité 8 x a = «,
B x v+ Bx6=BYxv+0d

d’ou

Bxd=9
Supposons § # 0. Comme, § < $¢, il existe un (unique) entier naturel n tel que
pr< s < gt
De 14, en multipliant & gauche par 3,
Bl <pBxd=0<pt?

Contradiction. Ainsi, § =0 et donc a = ¥ x~v. O

3 La forme normale de Cantor

Dans toute cette section, 7 désigne un ordinal vérifiant = > 2.

Nous allons voir que tout ordinal se décompose de fagon unique en « base 7 »,
exactement comme tout entier naturel se décompose de fagon unique en base p,
lorsque p est un entier supérieur ou égal a 2.

Nous allons commencer par établir quelques résultats préliminaires.

3.1 Préliminaires

La proposition ci-dessous s’appelle le théoréme du logarithme.
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Lemme 4.13. [THEOREME DU LOGARITHME]

Soit a un ordinal non nul. Il existe un unique triplet (u,~, 8) d’ordinauz tel que
a=71txy+p

ot B < Tt et <y<m.

Le nom « théoréme du logarithme »vient du fait que lorsque « et 7w sont entiers,
onau= |log, a.

Démonstration. Nous avons vu qu’il existe un unique ordinal p tel que
™ <a< o
Effectuons la division euclidienne de « par «#. 1l existe ~, 8 tels que
a=1txy+p
avec 8 < w#. On a donc
- wt o
a=1mxy+p<at =t xn

et a fortiori
™ xy <7t xm

d’ou v < 7. De plus,
Tt <t xy+ B < T Xyt =Tk x Ayt
et donc 4+t > 1, d'ou v > 1.
Montrons maintenant 'unicité. Supposons
a=7mtx~v+p
ou B < 7 et 0 < v < u. Remarquons que
<t xy+ =«
De plus,
a=mtx~y+B8<at xy+7at=mtx (7—}—1)§71'“><7r:7r”+

Ainsi,
n
™ <a<mh

Nous avons déja vu qu’'un tel y était unique. On en déduit 'unicité de ~y et 3,
qui sont le quotient et le reste de la division euclidienne de o par 7#. O

Remarque. Par le lemme |§|, on a pu < . Comme 7 < «, on a donc p < a.

Majorons maintenant des sommes compliquées.
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Lemme 4.14. Pour tout entier v > 1, pour tous ordinaux pg > pig > ... > [y,
pour tous ordinauzx 1, ...,v €]0,7[,

T

o
E e X <
k=1

Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence sur r.

o ' xm <7rf><7r:7r“1+.
e Soit r > 2. Supposons la propriété vérifiée pour r — 1. Comme ps < p1,
on a S(u2) < pi. De méme, v; + 1 < 7. De 14,

T Xy 4 (T2 Xy 4+ T X )

T Xy 4 T Xy,

+
Xy 4 2

<

S T x " Jrﬂ.#l
= 7" x(n+1)
< ™xr

B —T

O
3.2 Existence de la forme normale de Cantor

Proposition 4.15. [FORME NORMALE DE CANTOR - EXISTENCE]
Soit o un ordinal non nul. Il existe

e Un entier naturel r > 1
o Un r-uplet d’ordinauz (p1,. .., ) tel que pg > g > ... >
o Un r-uplet d’ordinauz (v1,...,7) tel que pour touti € [1,r], 0 <~; <

tels que

,
a = E e X g
k=1

Démonstration. Montrons l'existence par induction sur a. Soit « un ordinal
non nul. Supposons 'existence assurée pour tout ordinal S non nul tel que
B < «. Par la proposition précédente, il existe trois ordinaux pui, y1 et 8 tels
que o =7 Xy + 5, avec de plus 0 < 71 < et B < wH1.

Si 3 =0, alors a« = 7 x 7 et on a terminé. Sinon, en remarquant que ™1 < q,
on a donc 1 < 8 < «. Par 'hypothése d’induction, il existe un entier r > 2, des
ordinaux pg > ... > u, et des ordinaux 7, ...,~, appartenant a ]JO, [ tels que

.
B=) m* Xy
k=2
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De 1a,
T
a= Z e X g
k=1

Il reste & montrer que w1 > uo. Pour cela, il suffit de remarquer que
H2 < ﬂ < gt

O
3.3 Unicité de la forme normale de Cantor

Proposition 4.16. [FORME NORMALE DE CANTOR - UNICITE]

L’entier r et les ordinaux p;, v; dont l’existence est affirmée par la proposition
[75 sont définis de fagon unique.

Démonstration. Soit a un ordinal non nul. Supposons

’
T T

(1) a= Zw”’*’ X Y = Zw”% X Yk
k=1 k=1
avec les conditions usuelles sur les p;, p1, v; et 7.. Ecrivons
a=1"xv 4+
ou

T
52277”’“ X Vk
k=2

On a
/B < ﬂ-#; < rH1

Par le lemme ci-dessus, on a l'unicité de py et 1. Ainsi, p = uj et v3 = 1. En
simplifiant dans (1), on obtient

T 7'/

’
EW”"'XWZEW”X%
k=2 k=2

Une récurrence sur min(r, r’) permet clairement de montrer que r = 7’ et pour
tout i € [1,7], p; = pf et v = ;. O

4 Application a Parithmétique des ordinaux

Pour simplifier la présentation, nous supposons dans cette section que ™ = w.

Nous allons voir comment, & partir de la forme normale de Cantor de deux
ordinaux « et 3, il est possible de calculer la forme normale de o+ 3 et a x 5.

4.1 Addition
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Proposition 4.17. Soient u, v, v et § des ordinaux. On suppose p < v et
0< 7,6 <w. On a alors

WX y+w’ xd=w"xd

Démonstration. Ecrivons v =y + ¢ oit € > 0. On a alors
WX y+w' X6 = whrxy+whxé
wh X (v +w® x9)

Wt X w® X6

= Ww'xo

O
Ecrivons
-
o= Zw‘“‘ X Vi
k=1
S
B=> w xd
k=1
ou (1 > ... > Up, V1 > ... > Vg et les y; et les §; sont des entiers naturels non

nuls. La proposition précédente permet d’obtenir facilement la forme normale
de a+ .

Soit 7 € [0, r] I'unique entier vérifiant p; > v1 > pi4+1. On a alors

a—i—B:iw’“" X’yk—&—iw”’“ X 0,

k=1 k=1

Dans le cas ou pu; = v, une petite simplification est encore nécessaire, en écrivant

wh? x ’yi+w”1 X (51 =w" x (’Yz+51)
4.2 Multiplication

Proposition 4.18. Soit r > 1. Soient pi, ..., ur,v1 v+ 1 ordinaux tels que

p1 > ... > py et vy #£0. Soient y1, ..., T entiers naturels non nuls. On a
ks
(Z whE X ’Yk) X WYt = k1t
k=1

Démonstration. Tout d’abord,

T
(E WMk % ’Yk> X WY > wht X " X WY = gt
k=1
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Montrons maintenant qu’on a aussi I'inégalité inverse. Par le lemme [T4]

T

g WHE Xy < whtt Xy Fwre Tt
k=1
< WMt Xy

= W x(n+1)

De la,
T
(Z whk x %) X W < Wt x (g 4 1) X Wt = @ttt
k=1
O

Il est maintenant facile de calculer la forme normale d’un produit. Reprenons
les notations du paragraphe sur ’addition. Soient

,
o= E whF X g
k=1

S
8= E W X O
k=1
écrits sous forme normale. Si v; # 0, on a alors
T S
axfp = E whi x ;% E Wk X
j=1 k=1
S

T
= Z ZWMJX’YJ‘ xw”kxék

k=1 \j=1

S
= St g,
k=1

Si, au contraire, v; = 0, cela signifie que § = §; € N*. On a alors évidemment

axfB= Zw’“’"‘ X (vk01)

k=1

5 Les points fixes de ’exponentielle
Dans toute cette section, o est un ordinal supérieur ou égal a 2. Tout comme

nous avons résolu les équations a« + 8 = [ et a x 8 = [, nous allons nous
intéresser ici a I'équation o = 3.

5.1 Superpuissances
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Définition 4.2. Soit § € ON. On définit par récurrence sur n 'ordinal o™
en posant

o o100 —§.

e Pour tout n € N, afn+18 = g™’
On pose également

tw, &

! = g5 =sup{a'™? :n € N}

Proposition 4.19. Soit § € ON. La suite (a'™°),cn est croissante.

Démonstration. Rappelons que comme o > 2, on a pour tout ordinal 3,
af > 3. Soit n € N. On a

1,8
aTn—&-l,é = a® > aTn,é

|
Proposition 4.20. a® =¢y.

Démonstration.

g5 _ asup{of""s:n<w}

= sup{ozo‘TWs ‘n<w}

= sup{a!*10:n < w}

= sup{a™’:1<n<uw}

= &5
Remarquons que nous avons utilisé, dans la deuxiéme égalité, la continuité de
la fonction g — of. O

Proposition 4.21. 5 > 4.
Démonstration. Car 5 > o10? =§. O

Proposition 4.22. Soit § € ON. L’ordinal €5 est le plus petit ordinal € > ¢ tel
que of = ¢.

Démonstration. Nous avons déja vu que €5 > § et a®® = g45. Soit € € ON.
Supposons que € > § et o = €.

Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N, ¢ > a9,

o c>§=qal0d
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e Soit n € N. Supposons que £ > a'™?. On a alors

Ainsi, ¢ est un majorant de 'ensemble {a!™° : n < w}. Par minimalité
de €5, on a donc € > 5.

U
Notons C = {e € ON: a® =¢}.

Proposition 4.23. La classe C' est une classe propre.

Démonstration. Il suffit de prouver que C n’est pas majorée. Soit § € ON.
Soit B=¢5+.0Ona B e CetB >0 >4 Ainsi, § ne majore pas C. I

5.2 Une description de C

Soit € € C. La sous-classe de C des ordinaux de C' strictement supérieurs a ¢ est
non vide, puisque C' n’est pas majorée. Le plus petit élément de C' strictement
supérieur & ¢ est aussi le plus petit élément de C supérieur ou égal & e™. C’est
donc e.+. Ceci suggére de définir par récursion sur 'ordinal £ la fonction ¢ :
ON — ON définie par

o @(0) = &o-
e Pour tout ordinal 53,
() = e(a(p)+

e Pour tout ordinal limite [,
®(B8) = sup{®(y) : v < B}

Les premieéres valeurs de la fonction ® sont donc

[ ] (I)(O) = &0

[ ‘I’(l) = Eeo+1-

[ ] @(2) = 5550+1+1'

L] @(3) = 6550+1+1+1'

° @(4) = 555550+1+1+1+1'

° (P(B) = 8555550+1+1+1+1+1.

Proposition 4.24. La fonction ® est strictement croissante.

Démonstration. Soit § € ON. Montrons par induction sur v que pour tout
7EON, B<y = @(B) < 2(y).

e (Cest clair si v = 0, puisque 8 < 0 est faux.

e Soit v € ON. Supposons que 8 < v = &(8) < ®(v). Supposons
B < ~t, cest a dire 3 < . Si B < +, alors on conclut avec ’hypothése
d’induction. Si 8 = -, alors

(v") = @+ = @@+ 2 (2(8)" > ®(B)
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e Soit v un ordinal limite. Supposons que pour tout § < v, f < § =
®(8) < (). Supposons < 7. Comme ~ est un ordinal limite, 5 < § =
BT < v. Par 'hypothése d’induction, ®(3) < ®(§). Par la définition de
D(v), ©(6) < D(). Ainsi, () < ®(7).

O
Notons D = ®(ON) = {®(p5) : 8 € ON}.

Proposition 4.25. C = D.

Démonstration. Montrons par induction sur § que pour tout 5 € ON, ®(3) €
C. C’est évident si § = 0 ou si 8 est un ordinal successeur. Supposons que 3 est
un ordinal limite. Supposons que pour tout ordinal v < 8, ®(v) € C. On a

2B = geup{®():y<p}

= sup{a® vy < B}
= sup{®(y) : v < B}
= o(p)

Ainsi, ®(8) € C.

Montrons maintenant que C' C D. Soit v € C. Comme P est strictement crois-
sante, on a ®(yT) > 4t > 4. 1l existe donc un ordinal § tel que ®(§) > 7.
Prenons un tel 4 minimal. Clairement, § # 0. Supposons un instant que § est un
ordinal limite. Par la minimalité de §, on a pour tout ¢’ < §, ®(¢’) < ~. Mais
alors, v majore {®(d') : ¢’ < 6}. On en déduit (§ étant un ordinal limite) que
D(0) <.

Ainsi, § = (T est un ordinal successeur. Par la minimalité de &, on a donc
() <7 < 2(CT) = e+

Remarquons maintenant que € = €(g(¢))+ est le plus petit ordinal strictement
supérieur & ®(¢) appartenant & C. Comme v € C' et v < &, on a donc v < ®(().
Ainsi, vy = ®(¢) € D.

]

Proposition 4.26. ® est une bijection de ON sur C'.

Démonstration. & est strictement croissante, donc injective. C’est donc une
bijection de ON sur ®(ON) =C. O
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Dans tout ce chapitre nous noterons LiM la classe des ordinaux limites. Nous
noterons LiM’ = LiM U {0}. La classe LM’ est ainsi la classe des ordinaux non
successeurs.

1 Une énumération de LiMm’

1.1 Une suite d’ordinaux
Proposition 5.1. LM et LiM' sont des classes propres.

Démonstration. Il suffit évidemment de faire la preuve pour LiM. Soit o un
ordinal. On a a + w > a, et a + w est un ordinal limite. Ainsi, la classe Lim
n’est pas majorée. C’est donc une classe propre. [

Définition 5.1. On définit par récursion sur « les ordinaux A, en posant

L /\0 = 0.

e Pour tout ordinal o, \,+ est le plus petit élément de LiM’ strictement
supérieur a Ay.

e Pour tout ordinal limite «,

Ao =sup{Ag: B < a}

Notation. C = {)\, : a € ON}.
Lemme 5.2. C C Liv'.

Démonstration. Montrons par induction sur & que pour tout ordinal a;, A\, €

LM’

e C’est clair pour \g = 0.
e Soit v € ON. Supposons que A, est un ordinal limite. Alors, sans utiliser
I’hypothése, Ag(q) est, par définition méme, un élément de L.
e Soit a un ordinal limite. Supposons que pour tout 8 < a, A\g € LM’
Notons
FE= {)\5 B < a}

de sorte que A\, = sup E. Supposons que A\, ¢ LiM. Il existe donc un
ordinal v tel que A, =~". On a v < A, donc v ne majore pas E. Ainsi,
il existe 8 < « tel que

v < AB < )\a = ’Y+

et donc
P < g <At

d’ott A\g =T, ce qui contredit le fait que A\g appartient a Lim’.
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1.2 Propriétés de A
Proposition 5.3. La fonction a — A\, est strictement croissante.

Démonstration. Soient a € ON. Montrons par induction sur 'ordinal 8 que
pour tout 3 € ON, a < 8 = A, < Ag.

e (C’est clair pour f = 0, puisque o < 0 est faux.

e Soit S € ON. Supposons que a@ < = Ao < Ag. Supposons que
a < BT, cest & dire a < 8. Si a < B, alors par 'hypothése d’induction,
Ao < Ag. Si a = f alors, comme Mg+ est le plus petit ordinal limite
strictement supérieur & Ag, on a Ao = Ag < Ag+.

e Soit 8 un ordinal limite. Supposons que pour tout v < 3, a < v =
Aa < Ay. Supposons que o < 3. Considérons ’ensemble

E={:v<B8={ 1 v<a}lU{d:a<y< b}

Comme [ est un ordinal limite et o < 3, le second ensemble du membre
de droite est non vide. Soit v un élément de cet ensemble. Par I’hypotheése
d’induction, on a A, < Ay € E. Comme A\g =sup &, on a

Ao <Ay < g
O

Proposition 5.4. Pour tout ordinal o, Ao > «.

Démonstration. Supposons qu’il existe un ordinal « tel que A, < «. Prenons
un tel @ minimal. Posons p = A,. Comme p < «, on a par la croissance stricte
de A,

)\u <A = H

ce qui contredit la minimalité de . [
Lemme 5.5. C est une classe propre.

Démonstration. En effet, pour tout ordinal «,

a<at < Ao+
Ainsi, a ne majore pas C. La classe C n’est pas majorée, c’est donc une classe
propre. [

Lemme 5.6. Liv C C.

Démonstration. Supposons que ce ne soit pas le cas. Appelons A le plus petit
élément de Lim’ qui n’est pas dans C. L’ordinal A ne majore pas la classe propre
C. 1l existe donc a € ON tel que A < A,. Prenons un tel @ minimal. Il y a trois
cas a considérer.
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e a=0. On adonc A < A\g = 0. C’est clairement impossible.
e o = T est un ordinal successeur. Par la minimalité de o, on a Ag <A
Comme A n’est pas dans C, on a méme A\g < A. Ainsi,

Ag <A< Ag+

Mais ceci contredit le fait que Ag+ est le plus petit ordinal limite stricte-
ment supérieur a Ag.

e o est un ordinal limite. Par la minimalité de o, pour tout 8 < o, Ag < A.
On a méme une inégalité stricte car on a supposé A € C'. Ainsi, A majore
I'ensemble {A\g : 8 < a}. La borne supérieure de cet ensemble est A,, on
a donc A, < A, contradiction.

O

1.3 Conclusion

Remarquons que pour tout ordinal « # 0, A, > Ag = 0. Ainsi, A\, est un ordinal
non successeur et non nul, c’est a dire un ordinal limite. Pour résumer ce qui
précéde,

Proposition 5.7.
{\o : @ € ON} = LM

{Aa:a € ON,a#0} =Lt

2 Une description des ordinaux limites

2.1 Ordinaux limites et multiples de w

Proposition 5.8. Soit « € ON. L’ordinal a est un ordinal limite si et seulement
st il existe un ordinal B # 0 tel que a = w X .

Démonstration. Effectuons la division euclidienne de « par w. Il existe § € ON
non nul et n € N uniques tels que « = w X § + n.

Sin # 0, alors
a=(wxpf+(n-1)"

et donc « est un ordinal successeur. Ainsi, si « est un ordinal limite, il existe
8 € ON tel que a = w x f.

Inversement, supposons que o = d1 est un ordinal successeur. Effectuons la
division euclidienne de § par w pour obtenir un ordinal 5 et un entier naturel n
tels que

d=wxpB+n

et donc
a=wxpf+(n+1)
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Par I'unicité du quotient et du reste de la division euclidienne, o n’est pas de la
forme w x B, avec 8 € ON. O

Proposition 5.9. Pour tout « € ON, A\, = w X a.

Démonstration. Montrons ce résultat par induction sur a.

e Ona )l =0=w x0.

e Soit a € ON. Supposons que A\, = w X a. Pour tout n € N*, w x a+n
n’est pas un ordinal limite. En revanche, w x a +w = w X (¢ + 1) en est
un. Ainsi, le plus petit ordinal limite strictement supérieur & w X « est
w X (a4 1). On en déduit que

)\a+1=w><(a—|—1)

e Soit o un ordinal limite. Supposons que pour tout 5 < a, Ag = w x 3.
On a alors

Ao = sup{g:fB<a}
sup{w x B : 8 < a}
= wxsup{f: 8 <a}
= wXxa

O

2.2 Les points fixes de )\

Nous avons vu que pour tout ordinal o, A, > «. Existe-t-il des ordinaux « pour
lesquels on a égalité ?

Proposition 5.10. Soit @ € ON. On a A\, = « si et seulement si il existe
v € ON tel que a = w® X .

Démonstration. Il suffit de reprendre ce que nous avons déja vu pour les
points fixes de la multiplication. [
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1 Introduction

1.1 Notion d’ordinal dénombrable

Rappelons qu’'un ensemble E est dénombrable lorsqu’il existe une bijection de
FE sur N. On étend facilement la notion de dénombrabilité aux ordinaux. Voici
la, définition.

Définition 6.1. L’ordinal « est dénombrable lorsque l'intervalle [0, «] est un
ensemble dénombrable.

Notation. Pour abréger, nous écrirons f.o.d pour « fini ou dénombrable ».

Commengons par deux évidences.
Proposition 6.1. Soit & € ON. « est f.o.d si et seulement si at est f.o0.d.

Démonstration. Ajouter ou retrancher un élément & un ensemble f.o.d re-
donne un ensemble f.o.d. 0

Proposition 6.2. Soit o un ordinal f.o.d. Alors, pour tout 8 < «, 5 est f.o.d.

Démonstration. En effet, [0, B[C [0, a[ et tout sous-ensemble d’un ensemble
f.o.d est encore f.o.d. O

1.2 Quelques exemples

Proposition 6.3. w est dénombrable.

Démonstration. C’est une évidence : [0,w[=N. O

Histoire de nous échauffer, prenons encore deux exemples. Nous en aurons bien-
tot beaucoup d’autres.

Proposition 6.4. w + 1 est dénombrable.

Démonstration. On a
[0,w+ 1[= [0,w] = NU {w}

L’application f: N — [0,w + 1] définie par f(0) =w et f(n)=n—1sin>1
est une bijection. [

Proposition 6.5. w + w est dénombrable.
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Démonstration. On a
[0,w + w[= [0, w[U]w,w + w[= NUN

L’application f : N — [0, w+w[ définie pour tout entier naturel p par f(2p) = p
et f(2p+ 1) = w + p est une bijection. Sa réciproque est la fonction ¢ : [0,w +
w[— N définie comme suit. Pour tout « € [0,w + w],

o Sia<w, g(a) =2a.
e Si a > w, alors il existe un unique p € N tel que @ = w + p, et on pose
gla) =2p+ 1.

O

Nous allons maintenant passer en revue les opérations sur les ordinaux et voir
que ces opérations conservent la propriété « étre f.o.d ».

2 Opérations sur les ordinaux f.o.d

2.1 Addition
Proposition 6.6. Soient « et 5 deur ordinauz f.o.d. Alors, o+ 3 est f.o.d.

Démonstration. Soit « un ordinal f.o.d. Montrons par induction sur 8 que
ffod = a+pfod

e o+ 0 = q, la conclusion est donc dans ce cas immédiate.

e Soit B € ON. Supposons que 3 fo.d = « + S f.o.d. Supposons AT
f.o.d. Alors, 8 est aussi f.o.d. et donc a + 8 est f.o.d par I’hypothése
d’induction. De 1a, a + 8T = (o + 8)7 est f.o.d.

e Soit § € ON. Supposons que pour tout ordinal v < 3, v fo.d =
a + v f.o.d. Remarquons que

[0+ 8l= | J [0, +A]
v<B

Pour tout v < 8, v est f.o.d. donc, par 'hypothése d’induction, [0, o +~[
est f.o.d. De 1a, [0, + B[, réunion dénombrable d’ensembles f.o.d, est
encore f.0.d.

O
2.2 Multiplication

Proposition 6.7. Soient « et § deuzr ordinauz f.o.d. Alors, a x (3 est f.o.d.

Démonstration. Soit o un ordinal f.o.d. Montrons par induction sur 8 que
pour tout ordinal 3,
g fod = axpfod
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a x 0 =0, la conclusion est donc dans ce cas immédiate.

Soit B € ON. Supposons que 8 f.o.d = a x 3 f.o.d. Supposons 8%
f.o.d. Alors, 8 est aussi f.o.d. et donc a x 3 est f.o.d par I’hypothése
d’induction. De 13, a x 8T = a x 8+ « est f.o.d. en tant que somme de
deux ordinaux f.o.d.

Soit 8 € ON. Supposons que pour tout ordinal v < S, v f.o.d =
a X v f.o.d. Remarquons que

[0, x B[= |J 0,0 x [
v<B

Pour tout v < f3, v est f.o.d. done, par 'hypothése d’induction, [0, e x [
est f.o.d. De 14, [0, x 5[, réunion dénombrable d’ensembles f.o0.d, est
encore f.o.d.

2.3 Exponentiation

Proposition 6.8. Soient a et 3 deuz ordinauz f.o.d. Alors, o est f.o.d.

Démonstration. Soit a un ordinal f.o.d. Montrons par induction sur 8 que
pour tout ordinal 3,

O

Btfod = offod

a® =1, la conclusion est donc dans ce cas immédiate.

Soit 8 € ON. Supposons que 3 f.o.d = o f.o.d. Supposons 8+ f.o.d.
Alors, 3 est aussi f.o.d. et donc o est f.o.d par 'hypothése d’induction.
De 1a, o = af x a est f.o.d. en tant que produit de deux ordinaux
f.o.d.

Soit 8 € ON. Supposons que pour tout ordinal v < S, v f.o.d =
a” f.o.d. Remarquons que

[0.a’[= |J[0,07]

v<B

Pour tout v < 8, v est f.o.d. donc, par 'hypothése d’induction, [0, o[ est
f.o.d. De 1a, [0,a”[, réunion dénombrable d’ensembles f.o.d, est encore
f.o.d.

3 L’ordinal ¢,

Nous avons dans le chapitre précédent défini pour tous ordinaux « et § ’ordinal
a9, Regardons ici un cas particulier, celui ott o« = w et § = 0.

En reprenant les notations vues au chapitre précédent, wi%9 = 0 puis, pour tout
+tn,0
neN, wmtlh0 =@ ™" On a alors

w0 = sup{w!™°: n e N}
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Nous noterons £y = w'™°. Nous voila en possession d'un ordinal ¢y qui vérifie

oW

eo = sup{0, Lw,w,w’ W, .
Nous avons montré au chapitre précédent que g est le plus petit ordinal € tel
que w® = €.

Intuitivement,

Eo — w®
avec « w points de suspension ». Trés certainement, €9 doit étre énorme! En
fait, non.

Proposition 6.9. ¢g est dénombrable.

Démonstration. ¢y > w9 = w, donc ¢ n’est pas fini.

Rappelons nous que la suite (w™?),,cy est croissante. Elle est méme strictement
croissante, parce que gq est le plus petit ordinal ¢ tel que w® = €. On en déduit
facilement que

[0,0[= |J[0,0™™°[

neN

Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N, w9 est f.o.d, et nous
aurons terminé.

Bien entendu, w'Y = 0 est f.o.d. Soit n € N. Supposons que w'™? est f.o.d.
Comme w est dénombrable, il en résulte que w10 = w ™" est aussi f.o.d.
L’intervalle [0,e0[ est ainsi une réunion dénombrable d’ensembles f.o.d, il est
donc lui aussi f.o.d. Comme il n’est pas fini, il est dénombrable. [

A ce stade, il est logique de se demander s'il existe des ordinaux infinis non
dénombrables. Ce qui précéde nous incite & penser que ce n’est pas par des
sommes, des produits, des puissances, ni méme des « passages a la limite » que
nous obtiendrons de tels ordinaux. S’il existe un ordinal non dénombrable, il ne
sera pas « constructible » & partir d’objets que nous connaissons bien.

4 Ordinaux non dénombrables

Nous allons dans cette section montrer par des moyens élémentaires qu’il existe
des ordinaux non dénombrables.

Lemme 6.10. Soient a et § deux ordinauz. On suppose qu’il existe une bijec-
tion strictement croissante f : [0, a[— [0, B[. Alors, a« = et f = id.

Démonstration. Montrons par induction sur v que pour tout ordinal v < a,
ona~y<fet f(y)=1.

Soit v € ON. Supposons que 7 < « et que pour tout ordinal § < v, § < (8
et f(d) = 0. On ne peut pas avoir f(7y) < -, sinon, en posant 6 = f(v), on a
par ’hypotheése d’induction f(d) = d = f(7), ce qui contredit I'injectivité de f.
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Si [0, ne contient pas d’ordinaux strictement supérieurs & +, alors la seule
possibilité est f(v) = 7, ce qui oblige v < . Sinon, supposons que f(vy) > 7.
On a f(y) € [0, B[, donc v < f(y) < 8. On a alors

e Pour tout § <, f(0) =38 #£~.
e Pour tout § > v, par la croissance de f, f(6) > f(v) > 7. De 14, vy n’a
pas d’antécédent par f, ce qui contredit la surjectivité de f.

On en déduit que f(v) =, et donc que v < 3.

Pour résumer, pour tout v € [0,af, f(y) = . Comme f est surjective, néces-
sairement o = 3. O

Proposition 6.11. Soit < un bon ordre sur N. I existe un unique ordinal
dénombrable a et une unique bijection f : N — [0, «f strictement croissante.

Démonstration. Pour l'unicité, supposons que « et  sont deux ordinaux
dénombrables, et f: N — [0,af et g : N — [0, B[ sont deux bijections stric-
tement croissantes. Alors go f=1 : [0, a[— [0, B[ est une bijection strictement
croissante. Par le lemme précédent, o = et g~ o f = id, c’est a dire f = g.

Montrons maintenant ’existence. Définissons par récursion sur I’ordinal « I’en-
semble F, comme suit. Pour tout oo € ON;, soit

F=|]J Es

f<a
Si F#N, E, = F U {min(N\ F)}. Sinon, E, = N.

Supposons que pour tout ordinal «, F, # N. Les ensembles E,, sont alors inclus
strictement les uns dans les autres, et donc distincts deux & deux. L’application
f:ar— E, est donc une injection de ON dans P(N). Un inverse a gauche de
f est alors une surjection de P(N) sur ON, ce qui est impossible car ON est une
classe propre. Ainsi, il existe un ordinal « tel que E, = N. Prenons un tel «
minimal.

Remarquons que pour tout 5 < «, Eg posséde un plus grand élément. Appelons-
le f(8). Nous venons donc de définir une application f : [0, a[— N. La fonction
f est strictement croissante (donc injective) et par notre choix de « elle est
surjective. Ainsi, f est un isomorphisme. [

lemme 6.12. Soit o un ordinal dénombrable. Il existe un bon ordre < sur N
tel que les ensembles ordonnés (N, <) et ([0, [, <) soient isomorphes.

Démonstration. Comme « est dénombrable, il existe une bijection f : [0, a[—
N. Posons, pour tous entiers m et n, m =< n si et seulement si f~(m) < f~1(n).
On vérifie facilement que < est un bon ordre sur N qui répond & la question. [J

Lemme 6.13. La classe ONg des ordinauxr dénombrables est un ensemble.
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Démonstration. Soit B C P(N x N) ’ensemble des bons ordres sur N. Soit
F : B — ONy définie pour tout bon ordre < sur N par F(<) = l'unique ordinal
a tel que (N, <) «— ([0, o[, <). Par le lemme [12] I'application F est surjective.
On a donc

F(B) = ONy

Ainsi, ONy est I'image d’un ensemble par une application. Par le schéma d’axiomes
de remplacement, ONy est un ensemble. []

Proposition 6.14. [l existe un ordinal infini non dénombrable.

Démonstration. En effet, ON est une classe propre. On conclut avec le lemme
précédent. [

Notons w; le plus petit ordinal non dénombrable.

Peut-on « voir » wy, en faire une représentation graphique, comme nous l’avons
déja fait pour w, w x 2, w2, etc? Si nous avons pu visualiser ces ordinaux dé-
nombrables, c’est parce que nous disposions de fonctions strictement croissantes
des ensembles [0, w[, [0,w x 2[, [0,w?[, etc, vers R. 1l existe en fait un résultat
trés général & ce propos.

Proposition 6.15. Soit (A, <) un ensemble dénombrable totalement ordonné.
1l existe une bijection strictement croissante de A sur une partie de Q.

Nous allons tout d’abord définir une fonction f: A — Q.

Définition 6.2. Notons A = {a,, : n € N} ou les a,, sont distincts deux a deux.
Construisons une fonction f : A — Q en définissant f(a,) par récurrence forte
sur n.

Posons f(ag) = 0. Puis, pour tout n > 1,
1. Si pour tout j € [0,n — 1], a,, < a;, on pose
flan) = min{f(a;) : j € [0,n — 1]} - 1
2. Si pour tout k € [0,n — 1], a,, > ax, on pose
flan) = max{f(ar) : k € [0,n — 1]} +1

3. Sinon, il existe j € [0,n—1] et k € [0,n—1] tels que a; < a,, et ar > a,.
On choisit j et k tels que a,, — a; et ai — a, soient minimaux et on pose

Flan) = 3 (@) + fla))

Lemme 6.16. La fonction f est strictement croissante.
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Démonstration. Pour tout n € N, notons
A, ={ar : ke€[0,n]}

Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N, la restriction de f a A,
est strictement croissante. C’est clair pour n = 0. Soit n > 1. Supposons que la
restriction de f a A, _1 est strictement croissante. Soient a,a’ € A,,. Supposons
a < a.Siaad € A,_1 alors, par 'hypothése de récurrence f(a) < f(a').
Supposons maintenant que a = a, ou @’ = a,. Par exemple, a’ = a,. L’autre
cas se traite de fagon analogue. Soit m € [0,n — 1] tel que a = a,,.

Montrons, pour chacun des trois cas de la définition de f, que f(a) < f(a').

1. Supposons que pour tout j € [0,n — 1], an, < aj. On a en particulier
a =a, < a, = a. Ce cas est donc impossible.

2. Supposons que pour tout k € [0,n — 1], a,, > a. On a alors

f(a‘/) = f(an)
max{ f(ag): k €[0,n—1]} +1

> flam)+1
> flam)
= f(a)

3. Supposons qu’il existe j € [0,n — 1] et k € [0,n — 1] tels que a; < a, et
ar > ay. Choisissons j et k tels que a,, — a; et ar — a, soient minimaux.
On a a, —a; > a, —am, et donc a,, < a;. Par ’hypothése de récurrence,

flam) < f(a;) et donc

(f(am) + f(ar))

DO =

Fla) = 5 (flag) + flan)) >

Remarquons maintenant que a; < ai. Par I'hypothése de récurrence,
f(aj) < f(ax) et donc, a fortiori, f(a.,) < f(ax). Ainsi,

f@) = 5 (flam) + flar)) > f(am) = f(a)

N

Montrons pour terminer que f est strictement croissante. Soient a,a’ € A.
Supposons a < a’. 1l existe m,n € N tels que a = a,,, et @’ = a,. On a alors
a,a’ € A, ou p = max(m,n). Comme la restriction de f a A, est strictement
croissante, on en déduit que f(a) < f(a'). O

La démonstration de la proposition est maintenant immédiate.

Démonstration. La fonction f que nous avons défini ci-dessus est une bijection
strictement croissante de A sur f(4) C Q. O

Est-il possible de construire une bijection strictement croissante de w; sur une
partie de R? La réponse est non.
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Proposition 6.17. Il n’existe pas de fonction strictement croissante de [0, w1 [
vers R.

Démonstration. Supposons qu'une telle fonction f existe. Pour tout ordinal
a < wy, on aat < w;. Par la croissance stricte de f, f(a) < f(a™). L’intervalle
I, =]f(a), f(a™)[ est ainsi un intervalle ouvert non vide de R, qui contient au
moins un rationnel ¢,. Toujours par la croissance stricte de f, les intervalles
I, sont disjoints deux a 2. Les rationnels ¢, sont donc distincts deux & 2. On
obtient donc une contradiction, puisque Q est dénombrable. [

Il faut donc se rendre a 1’évidence : nous pourrons jamais voir wy .
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Dans la premiére partie de ce livre, nous avons développé une théorie « axioma-
tique » des ordinaux : les ordinaux sont les éléments d’'une classe propre bien
ordonnée dont les segments initiaux sont des ensembles. Dans les trois prochains
chapitres, nous allons donner une construction de la classe des ordinaux, et mon-
trer que toutes les classes satisfaisant aux propriétés caractéristiques de la classe
des ordinaux sont isomorphes.

La construction que nous allons donner est due & Von Neumann.

Nous allons procéder par étapes. Tout d’abord, nous allons revenir plus en dé-
tail sur les propriétés des ensembles bien ordonnés. Nous parlerons ensuite de
la notion d’ensemble transitif. Enfin, nous introduirons les ordinauzr de Von
Neumann, qui sont des ensembles transitifs bien ordonnés.
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1 Introduction

1.1 Ordre, ordre total, bon ordre

Le lecteur est évidemment familier avec la notion d’ensemble ordonné, mais
reprenons les choses depuis le début.

Définition 7.1. Une relation binaire < sur un ensemble E est une relation
d’ordre si elle est

e réflexive : pour tout z € E, x < x.
e antisymétrique : pour tous z,y € F, z < y et y < x implique = y.
e transitive : pour tous z,y,z € F, v <y et y < z implique z < z.

Un couple (E, <) ou < est un ordre sur E est appelé un ensemble ordonné.

Définition 7.2. Une relation d’ordre < sur ’ensemble E est un ordre total si
pour tous z,y € E, x < y ou y < x. Sinon, c’est un ordre partiel.

La relation usuelle < sur les ensembles N, Z, @Q et R est un ordre total. En
revanche, la relation < sur R¥ définie par f < g¢ si et seulement si pour tout z
réel f(z) < g(x) est un ordre partiel : si f:z+——> 2 et g: x> —z, alors f £ g

et g £ f.

Définition 7.3. Une relation d’ordre < sur ’ensemble E est un bon ordre si
toute partie non vide de E posséde un plus petit élément pour la relation <.
Plus explicitement, pour toute partie A non vide de F, il existe a € A tel que
pour tout x € A, a < x.

Proposition 7.1. Un bon ordre est un ordre total.

Démonstration. Soient z et y deux éléments de ’ensemble bien ordonné
(E, <). L’ensemble {x,y} admet un plus petit élément. Si c’est x, alors = < y.
Si c’est y, alors y < x. [

1.2 Exemples

Proposition 7.2. Tout ensemble fini totalement ordonné est bien ordonné.

Démonstration. Prouvons ce résultat par récurrence sur le cardinal de E.
Clairement, ’ensemble vide est bien ordonné (on laisse au lecteur le soin d’y
définir un ordre total). Soit n € N. Supposons que tout ensemble totalement
ordonné de cardinal n est bien ordonné. Soit (E, <) un ensemble totalement
ordonné de cardinal n + 1. Ecrivons E = E’ U {a} ott a € E et E’ est fini de
cardinal n. Remarquons que (E’, <) est totalement ordonné.
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Soit A une partie non vide de E. Soit A’ = ANE’. Par I'hypothése de récurrence,
A’ admet un plus petit élément b dans E’. Deux cas se présentent.

e Sia¢ A, alors b est aussi le plus petit élément de A dans E.
e Sia € A, comme < est un ordre total, a et b sont comparables par la
relation <. Facilement, min A = min(a, b).

O

Existe-t-il des ensembles infinis bien ordonnés? Comme nous venons juste de
faire une récurrence, le lecteur est sans doute convaincu de 'existence de ’en-
semble N des entiers naturels, ainsi que de la validité du principe de récurrence.
Il s’avére que 'on a la propriété suivante.

Proposition 7.3. Le principe de récurrence est équivalent a la propriété « N
est bien ordonné ».

Démonstration. Supposons que toute partie non vide de N posséde un plus
petit élément. Soit ¢ une formule. Supposons que si ¢(0) est vérifiée et, de plus,
pour tout n € N, p(n) = ¢(n + 1), alors pour tout n € N on a ¢(n).
Considérons ’ensemble

A={neN:pn)}

Supposons que A # N. L’ensemble B = N\ A est alors une partie non vide de
N, donc B posséde un plus petit élément b. On n’a pas b = 0 puisque ©(0) est
vérifiée, et donc 0 € A. Ainsi a = b— 1 € N. Comme a < b, par la minimalité
de b, on a a € A. Mais alors, on a ¢(a), donc p(a + 1) c’est a dire p(b), donc
b € A, contradiction.

Supposons inversement le principe de récurrence vérifié : pour toute formule ¢,
si ¢(0) est vérifiée et, de plus, pour tout n € N, p(n) = ¢(n + 1), alors pour
tout n € N on a ¢(n).

Soit A une partie non vide de N. Soit B = N\ A. Considérons la formule
o(n)=Vk<n,keB

On n’a pas pour tout n € N, p(n) puisque, A étant non vide, B # N. L’un des
prémisses du principe de récurrence est donc faux.

e Si —p(0), alors 0 € A donc A a un plus petit élément, a savoir 0.

e Sl existe n € N tel que ¢(n) et —~p(n + 1), alors pour tout k < n, on a
k € B mais il existe k < n+1 tel que k € A. Posons a =n+ 1. On a
pour tout k < a, k € Aet a € A. Soit n € A. On n’a pas n < a, donc
a < n. Ainsi, a est le plus petit élément de A.

O

En revanche, les ensembles Z, Q et R ne sont pas bien ordonnés. Par exemple,
R est une partie non vide de R, et pourtant R n’a pas de plus petit élément.
En fait, méme R, n’est pas bien ordonné. En effet, toute partie non vide de R
posséde une borne inférieure, ce qui n’est pas la méme chose qu’un plus petit
élément : lintervalle |0, 1] a une borne inférieure mais pas de plus petit élément.
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Les ensembles bien ordonnés sont donc des ensembles trés spéciaux. Le reste
du chapitre va en explorer les premiéres propriétés. Dans la suite, tous les en-
sembles considérés seront totalement ordonnés, et méme la plupart du temps
bien ordonnés.

Le lecteur pourrait, a ce stade, se demander si & part N et les ensembles finis,
il existe des ensembles bien ordonnés. Il y en a, et méme beaucoup. Prenons un
exemple. Soit

NoN=(Nx{0})U(Nx{1})=NoUN;

L’ensemble N& N est la réunion de deux « copies » de N. Définissons sur N& N
une relation < en posant

(m,a) < (n,b) <= (a<b)V(a=bAm<n)

Dit autrement, les éléments de Ny sont strictement inférieurs & ceux de Ny, et
sur Ny et Nj la relation < est 'ordre usuel sur les entiers naturels.

Proposition 7.4. (N® N, <) est bien ordonné.

Démonstration. On laisse au lecteur le soin de montrer que < est un ordre
sur N & N. 11 s’agit en fait de ce que 'on appelle [’ordre lexicographique.

Soit A une partie non vide de N @ N. Ecrivons A = Ag U A; ou 4; = ANN;.
Plusieurs cas se présentent.

e Cas 1, Ag = 0 (et donc Ay # 0). Soit
' ={a€eN:(a,1) € A}

Comme A; n’est pas vide, A} est une partie non vide de N, qui posséde
donc un plus petit élément a. On vérifie facilement que min A = (a, 1).
e Cas 2, Ag # 0. Soit

b={a€eN:(a,0) € A}
Comme Ag n’est pas vide, Af, est une partie non vide de N, qui posséde

donc un plus petit élément a. On vérifie facilement que min A = (a, 0).

]

1.3 Segments initiaux

La notion de segment initial joue un réle fondamental dans ’étude des ensembles
bien ordonnés.

Définition 7.4. Soit (E, <) un ensemble totalement ordonné. Soit S C E. S
est un segment initial de E si

o SAE.
e Pour tout a € S, pour tout x € E, si z < a alors z € S.
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Notation. Soit (E, <) un ensemble totalement ordonné. Soit a € E. On note
Elal={x € E:z<a}
La seconde condition sur les segments initiaux s’écrit donc :

VYa € S,E[a] C S
Remarquons tout d’abord 1’évidence.

Proposition 7.5. Soit (E, <) un ensemble totalement ordonné. Soit a € E.
L’ensemble Ela] est un segment initial de E.

Démonstration.

e Tout d’abord, a € E[a], donc Ela] # E.
e Soit x € Elfal]. Soit y € E[z]. Onay < z < a, donc y < a, donc y € Elal.

O

Définition 7.5. FE[a] est le segment initial défini par a.

Proposition 7.6. Soit (E,<) un ensemble totalement ordonné. Une réunion
de segments initiaur de E est égale a E, ou est un segment initial de E.

Démonstration. Soit (S;);c; une famille de segments initiaux de E. Soit
S = U,cr Si- Soit a € S. Il existe i € I tel que a € S;. De 1a, Efa] C S; et donc
Ela] C S. Ainsi, si S # E, S est un segment initial de E. O

Un ensemble totalement ordonné quelconque peut posséder des segments ini-
tiaux qui ne sont pas de la forme F[a]. Par exemple, R_ est un segment initial
de R, alors que pour tout a € R, R[a] =] — 0o, a[. En revanche, la situation est
trés simple dans un ensemble bien ordonné.

Proposition 7.7. Soit (E, <) un ensemble bien ordonné. Soit S C E. Alors,
S est un segment initial de E si et seulement si il existe a € E tel que S = Ela].

Démonstration. Nous savons déja que pour tout a € E, E[a] est un segment
initial de F.

Inversement, supposons que S est un segment initial de E. Soit T = E \ S.
Comme S # E, T # (. T posséde donc un plus petit élément a. Montrons que
S = FEla]. Soit © > a. Alors, E[x] € S puisque a € E[z]. Donc, ¢ S. Soit
maintenant = < a. Alors, comme a = min7, x ¢ T donc = € S. Enfin, a € T
donc a € S. Ainsi, x € S si et seulement si x < a. O
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2 Isomorphismes

2.1 Notion d’isomorphisme

Définition 7.6. Soient (E, <) et (F, =) deux ensembles ordonnés. Une appli-
cation f : E — F est strictement croissante si pour tous z,y € F,

z<y = f(z) < f(y)

Définition 7.7. Soient (E, <) et (F, =) deux ensembles ordonnés. Une appli-
cation f: E — F est un isomorphisme de (E, <) sur (F, <) si

e f est bijective.
e f est strictement croissante.
o f~! est strictement croissante.

Les ensembles ordonnés (E, <) et (F, <) sont isomorphes s'il existe un isomor-
phisme de (E, <) sur (F, X).

Notation. Nous noterons (E, <) +— (F, <), ou méme F <— F s’ il n’y a pas
d’ambiguité, lorsque les ensembles ordonnés E et F' sont isomorphes.

Exercice. Montrer que la composée de deux isomorphismes, la réciproque d’un
isomorphisme, sont encore des isomorphismes. Montrer que si (E, <) est un
ensemble ordonné, I’application idg est un isomorphisme de (£, <) sur lui-méme
(ce que 'on appelle aussi un automorphisme de (E, <)).

Les isomorphismes transportent d’une certaine facon la structure ordonnée d’un
ensemble sur un autre. Voici un exemple de cette affirmation.

Proposition 7.8. Soient (E,<) et (F,=) deux ensembles ordonnés iso-
morphes. On suppose (E, <) bien ordonné. Alors, (F, =) est bien ordonné.

Démonstration. Soit f : E — F un isomorphisme. Soit B une partie non
vide de F. Soit A = f~(B). L’ensemble A est une partie non vide de E, il
posséde donc un plus petit élément a. Posons b = f(a). Comme a € A, on a
b € B. De plus, pour tout y € B, on a f~(y) € A, donc a < f~1(y), d’oi, par
la croissance de f,

b=fla) 2 f(f W) =y
Ainsi, b est le plus petit élément de B. [J

Remarque. Dans le cas général, la troisiéme condition portant sur la crois-
sance stricte de f~! est indispenseble. Pour en montrer la nécessité, prenons un
exemple. Soit E = {a,b,c}, ot a < ¢, b < c et a,b ne sont pas comparables.
Soit F' = {z,y,2} otz < y, ¢ < z et y < z. Lapplication f : E — F qui
envoie a, b, ¢ sur x, ¥, z est bijective et strictement croissante. Mais f~! n’est pas
strictement croissante, parce que x < y mais a = f~(z) £ b= f~1(y).
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La proposition suivante montre que si les ensembles sont totalement ordonnés,
la troisiéme condition est automatiquement vérifiée lorsque les deux premiéres
le sont.

Proposition 7.9. Soient (E, <) et (F, X) deuzx ensembles totalement ordonnés.
Une application f : E — F est un isomorphisme si et seulement si f est
bijective et strictement croissante.

Démonstration. Soit f: F — F une bijection strictement croissante. Mon-
trons que f~! est strictement croissante. Soient y = f(z) et 3y = f(2') deux
éléments de F. Supposons y < y'. L’ensemble E étant totalement ordonné, on a
' <xoux <z Comme f est croissante, 2’ < x entraine y' = f(2') 2 f(x) =
y, ce qui n’est pas. Donc, # < 2/, c’est a dire f~1(y) < f~1(y'). O

Dans la suite, nous allons nous concentrer sur les isomorphismes entre ensembles

bien ordonnés. Nous montrerons qu’ils possédent de nombreuses propriétés in-
téressantes.

Convention. Sauf mention contraire, lorsque nous introduirons dans la suite
des ensembles ordonnés, nous sous-entendrons la relation d’ordre. Nous noterons
celle-ci par le symbole générique <.

2.2 Propriétés faciles

Proposition 7.10. Soit E un ensemble bien ordonné. Soit f : E — E une
application strictement croissante. Alors, pour tout x € E, x < f(x).

Démonstration. Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe z € E tel
que

flz) <z
Prenons un tel z minimal (bon ordre). On a alors, par la croissance stricte de
e
f(f(@) < f(=z)

Ainsi, en posant y = f(x), f(y) < y, ce qui contredit la minimalité de = puisque
y<z. 0O

Proposition 7.11. Soit E un ensemble bien ordonné. Le seul isomorphisme
de E sur lui-méme est idg.

Démonstration. Soit f : E — E un isomorphisme. Soit ¢ = f~1. f et g
sont strictement croissantes. Par la proposition précédente, on a donc pour tout
reF,

v < flz) <g(f(x) ==
Ainsi, f(z) =z. O
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Corollaire 7.12. Soient E et F' deux ensembles bien ordonnés. Il existe au
plus un isomorphisme de E sur F.

Démonstration. Soient f et g deux isomorphismes de E sur F'. Alors g~ lo f
est un isomorphisme de E sur E, donc ¢~ ! o f = idg, c’est a dire f =g. O

Proposition 7.13. I n'existe pas d’application strictement croissante (et a
fortiori pas d’isomorphisme) d’un ensemble bien ordonné E vers un de ses seg-
ments initiau.

Démonstration. Soit a € E. Supposouns f : E — Fla] strictement croissante.
On a alors f(a) € FEla] donc f(a) < a, contradiction car f est strictement
croissante et donc pour tout x € E, f(z) > z. O

Corollaire 7.14. Deux segments initiauz de l’ensemble bien ordonné E sont
isomorphes si et seulement si ils sont égau.

Démonstration. Soient a,a’ € E. Supposons a # a', par exemple a < a'.
Alors, Ela] est un segment initial de l'ensemble bien ordonné Ela’] donc il
n’existe pas d’isomorphisme de E[a] sur Ela]. O

Proposition 7.15. Soit f : E — F un isomorphisme entre deur ensembles
bien ordonnés. Alors, pour tout a € E, f(E[a]) = F[b] ou b= f(a).

Démonstration. Soit a € E. L’application f est un isomorphisme de El[a] sur
F' = f(Fla]). Montrons que F’ = F[b].

Soit y € F’. Il existe z € E[a] tel que y = f(z). De < a et de la croissance
stricte de f, on déduit y = f(z) < f(a) < b. Ainsi, y € F[b].

Soit y € F[b]. Soit x = f~1(y). De y < b et de la croissance stricte de f~!, on
déduit z = f~1(y) < f1(b) = a. Ainsi, z € E[a] et donc y € f(E[a]). O

3 Le théoréme fondamental

3.1 L’énoncé

Proposition 7.16. Soient E et F' deur ensembles bien ordonnés. Alors, on est
dans un, et un seul des trois cas suivants.

o B+— F.
o [l existe b € F tel que E <— Fb).
o Il existe a € E tel que Ela] +— F.

Ce résultat est un résultat tres fort. Il nous raconte que deux ensembles bien
ordonnés quelconques sont toujours, d’une certaine fagon, comparables I'un &
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I’autre. Précisément, & isomorphisme prés, soit ils sont égaux soit I'un est un
segment initial de I'autre. Nous allons prouver cette proposition en plusieurs
étapes.

3.2 La preuve

Commengons par montrer que les trois cas s’excluent mutuellement. Par exemple,
si f: F — Ela] et g: E — F[b] sont deux isomorphismes, alors go f : F —
F[b] est strictement croissante. La proposition nous dit que ceci est impos-
sible.

Pour prouver que l’'on est dans un des trois cas, nous allons tout d’abord consi-
dérer un ensemble F de couples de E x F'. Soit

F={(a,b) € Ex F: Ela] ~ F[b]}

Pour tout couple (a,b) € F, nous noterons ¢, 'unique isomorphisme de El[a]
sur F'[b]. Notons également

E'= |J Eld

(a,b)eF

Soit f : B/ — F définie comme suit. Pour tout « € E’, il existe (a,b) € F tel
que z € Ela]. On pose alors f(x) = vap(2).

Lemme 7.17. L’application f est bien définie.

Démonstration. Soient (a,b) et (a/,0’) deux éléments de F tels que x € Ela]
et z € Eld’].

On a par exemple o’ < a, et donc E[a’] C Ela]. Le restriction de @q, & Efa’] est
un isomorphisme de E[a’] sur un segment initial de F'[b]. Ce segment initial est
isomorphe par I'application @ © np;bl a F[b']. Or, deux segments initiaux de
F' sont isomorphes si et seulement si ils sont égaux. Ainsi, la restriction de @g
a E[a’], tout comme @447, est un isomorphisme de E[a’] sur F[V']. On en déduit
que @qp est la restriction de ¢, & Ela’] et done que purp () = @ap(z). O

Lemme 7.18. f est strictement croissante.

Démonstration. Soient z,2’ € E’. Supposons que x < z’. Soient (a,b) et
(a/,V') € Ftelsque z € Ela] et 2’ € E[a/]. Onaz < 2’ < a' donc x € Eld]. On
a

f(@) = o (z) < pay (') = f(2')
1

Notons maintenant

F=J Fl

(a,b)eF

Soit x € E'. 1l existe (a,b) € F tel que x € E[a]. On a alors f(z) = pu(z) €
F[b] C F'. Ainsi, pour tout « € E', f(z) € F".
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Lemme 7.19. L’application f : E' — F’ est surjective.

Démonstration. Soit y € F”. Il existe (a,b) € F tel que y € F[b]. Il existe un
unique z € Ela] tel que y = pqp(z) = f(x). Ainsi, y a un antécédent par f. O

L’application f est donc un isomorphisme de E’ sur F’. Remarquons maintenant
que E’ est une réunion de segments initiaux de E. Donc E' = E ou alors E’
est un segment initial de E. De méme, F' = F ou alors F’ est un segment
initial de F. Quatre cas se présentent. Dans trois des quatre cas, la conclusion
est immédiate.

e SiE =Fet F' =F,alors E<+— F.
e S'il existe a € E tel que E' = FElal, et si F/ = F, alors Ela] «— F.
e Si E' = F et ¢'il existe b € F tel que F' = F[b], alors, E «— F[b].

Il reste a regarder ce qui se passe dans le dernier cas. Supposons donc qu’il existe
a € FE tel que E' = Ela] et b € F tel que F’ = F[b]. Soit

¢ Ela] U {a} —s F[o] U {b}

définie par ¢(x) = f(z) siz # a et p(a) = b. Clairement, ¢ est un isomorphisme.

Supposons un instant que a # max F et b # max F'. Soient a’ et b’ les successeurs
de a et b. Alors Ela) U {a} = E[da’] et F[b] U {b} = F[b'] sont isomorphes, donc
(a/, V) € F, don E[d'] C E'. Mais alors

a € Eld'] CE' = Eld]

Contradiction. Ainsi, on a nécessairement ¢ = max F ou b = max F.

e Sia=maxFE et b# maxF, alors ¢ est un isomorphisme de E sur F['].
e Sia# maxFE et b=maxF, alors ¢ est un isomorphisme de E[a’] sur F.
e Sia=maxFE et b =max F, alors ¢ est un isomorphisme de F sur F.

3.3 Un préordre total sur les ensembles bien ordonnés

Soient F et F' deux ensembles bien ordonnés. Nous noterons £ < F' lorsqu’il
existe un isomorphisme de E sur un segment initial de F'. Nous noterons £ < F'
lorsque £ < F ou E <— F.

Proposition 7.20. Pour tous ensembles bien ordonnés E, F, G,

o [Irréflexivité : E L E.
o Transitivité : Si E < F et F < G, alors E < G.
e Ordre total : E < F ou bien F < E ou bien E <— F.

Ainsi, la relation < est un ordre strict sur la classe des ensembles bien ordonnés.
Mieux, cet ordre est total a isomorphisme prés.

Démonstration.

e Par la proposition[I3] il n’existe pas d’isomorphisme de E sur un segment
initial de E, donc E £ E.
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e Supposons E < F et F' < G. Soient f : E — F[bl et g : FF — G[(]
deux isomorphismes, ou b € F et ¢ € G. La restriction ¢’ de g a F[b]
est un isomorphisme de F'[b] sur un segment initial G[¢/] de G]c]. De 14,
g o f: E — G[] est un isomorphisme, et donc E < G.

e Le dernier point résulte directement du théoréme fondamental.

O

Remarque. L’irréflexivité et la transitivité entrainent ’asymétrie : si £ < F
alors F' £ E. En effet, si E < F et F' < E alors, par la transitivité, £ < E ce
qui contredit 'irréflexivité.

Bilan. Tous les ensembles bien ordonnés sont, & isomorphisme prés, des seg-
ments initiaux les uns des autres. On se plait a réver d’un « super ensemble »
bien ordonné dont tous les ensembles bien ordonnés seraient (isomorphes a) des
segments initiaux. Nous allons plus ou moins, dans les chapitres suivants, réali-
ser ce réve, sauf que ce super ensemble ne sera pas un ensemble mais une classe
propre. Ce sera la classe des ordinaux.

3.4 Extension aux classes

En reprenant le détails des preuves faites depuis le début de cet article, on voit
que le théoréme fondamental s’étend aux classes.

Proposition 7.21. Soient C et D deux classes propres bien ordonnées. Alors,
on est dans un, et seul, des trois cas suivants.

e C+—D.
o Il existe b € D tel que C' <— D[b].
o Il existe a € C tel que Cla] «+— D.

On a en particulier le résultat suivant.

Proposition 7.22. Soient C' et D deuz classes propres bien ordonnées. On
suppose que les segments initiaux de C' et de D sont des ensembles. Alors, C' <—
D.

Démonstration. Il ne peut pas exister b € D tel que C' +— DI[b]. En effet,
DIb] est un ensemble est C' est une classe propre. De méme, il ne peut pas exister
a € C tel que Cla] «— D. Ainsi, C +— D. O

Nous avons vu dans la premiére partie de ce livre que la classe des ordinaux est
une classe propre bien ordonnée dont les segments initiaux sont des ensembles.
Par la proposition précédente, la classe ON des ordinaux est donc définie, &
isomorphisme prés, de fagon unique par

e ON est une classe propre.
e (ON, <) est bien ordonnée.
o Les segments initiaux de ON sont des ensembles.

Tout le probléme est donc de prouver son existence ...
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Dans la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel (ZFC), tous les objets de
la théorie sont des ensembles. Dans ce chapitre en particulier, il conviendra
de garder cela & l'esprit. Les éléments d’un ensemble sont des ensembles, les
éléments de ses éléments sont encore des ensembles, etc.

Nous allons introduire une classe d’ensembles trés particuliers que ’on appelle
les ensembles transitifs. Ces ensembles n’apparaissent jamais dans les mathéma-
tiques du quotidien, mais ils sont la clé de la constriction des ordinaux de Von
Neumann, dont nous parlerons au chapitre suivant.

1 Introduction

1.1 Notion d’ensemble transitif
Définition 8.1. Un ensemble E est transitif si pour tout y € E, y C E.

Dit autrement, pour tous ensembles x et vy,
reEyNyelk —= zeF

L’ensemble E est transitif si les éléments des éléments de E sont des éléments
de E. Remarquons que si E est transitif,

reyezel = zecyel = zc€F

c’est & dire que les éléments des éléments des éléments de E sont des éléments
de E. Plus généralement, une récurrence sur n montre que

T1Eax0€...€Ex, €K = 1€ F

Pour tout ensemble E, notons
Ue=Uyv
yek

Les éléments de |J E sont donc les éléments des éléments de E.

Proposition 8.1. L’ensemble E est transitif si et seulement si | JE C E.

Démonstration. Supposons FE transitif. Soit € |J E. Il existe y € E tel que
x € y. Par la transitivité de E, z € E. Ainsi, | JE C E.

Inversement, supposons |JE C E. Soit y € E. Soit € y. On a alors z € |J E,
et donc x € F. Ainsi, F est transitif. [J

1.2 Premiers exemples

Tout d’abord, @ est transitif. Pour prendre trois autres exemples, {0}, {0, {0}}
et {0, {0}, {0,{0}}} sont transitifs. Nous voici donc en possession de 4 ensembles
transitifs. En fait, chacun des trois derniers ensembles est bati a partir du pré-
cédent selon une méme régle, dont nous allons maintenant parler.
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1.3 Successeur

Définition 8.2. Soit E un ensemble. Le successeur de E est I’ensemble

Et =EU{E}

Proposition 8.2. Le successeur d’un ensemble transitif est encore transitif.

Démonstration. Soit £ un ensemble transitif. Soit y € ET. Soit z € y.

e Si y € E alors, par la transitivité de E, x € E et donc x € E™T.
e Siy=F, alors x € E et donc v € ET.

O

Pour reprendre nos premiers exemples,

o {0} =07.
o {0, {0}}=0"+.
b {Qv {@}, {07 {Q)}}} = @+++.

L’ensemble suivant de la liste est

O = {0, {0}, {0, {0}}, {0, {0}, {0, {0}}}}

1.4 Les entiers naturels

Tout le monde sait (ou croit savoir) ce qu'est un entier naturel. Nous allons
maintenant définir des ensembles un peu particuliers dont nous verrons, au fur
et & mesure de notre avancement, qu’ils se comportent exactement comme ce
que nous appelons les entiers naturels. Nous avons en fait déja parlé de ces
ensembles dans la premiére partie du livre.

Définition 8.3. On pose 0 = ) puis, pour tout n € N,

n+l=mnt

On note
w={n:neN}

Une récurrence facile montre que pour tout n € N|

n={0,1,...,n—1}

Proposition 8.3. Pour tout n € N, 1| = n.
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Démonstration. Montrons le résultat par récurrence forte sur n. C’est clair
pour n = 0. Soit n > 1. Supposons que pour tout entier & < n, on ait |k| = k.
Les ensembles k, de cardinaux distincts, sont donc distincts deux & deux. De 14,

Al = [{0,T,....A =T} =n

|

Proposition 8.4. Pour tout n € N, i est un ensemble transitif.
Démonstration. C’est une récurrence immeédiate sur n. O
Proposition 8.5. w est transitif.

Démonstration. Soit z € w. Il existe n € N tel que z = 7. De 14,

r=n={0,....,n—1} Cw

2 Opérations sur les ensembles transitifs

2.1 Unions et intersections

Proposition 8.6. Une réunion et une intersection d’ensembles transitifs sont
encore des ensembles transitifs.

Démonstration. Soit (E;);c; une famille d’ensembles transitifs. Soit

E:UE

iel

Soit y € E. Soit x € y. Il existe i € [ tel que y € F;. Comme F; est transitif,
r € F;, et puisque E; CE, z € F.

La preuve pour les intersections est identique. [J

2.2 Parties d’un ensemble transitif

Proposition 8.7. Soit E un ensemble transitif. Alors, P(E) est un ensemble
transitif.

Démonstration. Soit A € P(F), c’est a dire A C E. Soit y € A. On a donc
y € E. Comme F est transitif, y C F et donc y € P(F). O
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2.3 Cloture transitive

Il existe des ensembles qui ne sont pas transitifs. En fait, la plupart des ensembles
ne le sont pas. Cela dit, tout ensemble est inclus dans un ensemble transitif.

Soit F un ensemble. Posons Fy = E puis, pour tout n € N, F,,1 = JF,.
Notons enfin

T(E)= | F.

neN

Proposition 8.8. T(E) est un ensemble transitif.

Démonstration. Soit y € T(FE). Soit € y. Il existe n € N tel que y € F,.
On a donc

ze|JFn=Fon

d’ott & € T(E). Ainsi, T(F) est transitif. O
Proposition 8.9. Soit F' un ensemble transitif contenant E. Alors, T(E) C F.

Démonstration. Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N, F;,, C F.
Pour n = 0, c’est vrai par hypothése. Soit n € N. Supposons que F;, C F. Soit
z € Fiy1. Il existe y € F, tel que = € y. Par ’hypotheése de récurrence, y € F.
Comme F est transitif, z € F. Ainsi, F,, 11 C F. De 13,

T(E)=|JF.CF
neN
0

L’ensemble T'(F) est donc le plus petit ensemble transitif contenant E. Nous
I’appellerons la cléture transitive de E.

Terminons par quelques propriétés faciles de la cloture transitive.

Proposition 8.10. Soit E un ensemble. On a E C T(E). Il y a égalité si et
seulement si E est transitif.

Démonstration. En reprenant les notations vues plus haut,
%:EQUEFJw)
neN

Supposons FE transitif. Alors, le plus petit ensemble transitif contenant E est
clairement F, donc T(E) = E.

Inversement, supposons T(E) = E. Alors, comme T'(E) est transitif, E l'est
aussi. [
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Proposition 8.11. Soit E un ensemble. On o T(T(E)) = T(E).

Démonstration. Par la proposition précédente, comme T'(E) est transitif,
T(E) est égal a sa cloture transitive. O

Proposition 8.12. Soient E et F' deux ensembles. Si E C F, alors T(E) C
T(F).

Démonstration. Supposons E C F. On a alors E C F C T(F). Ainsi, T(F)
est un ensemble transitif contenant F. Par la minimalité de T(F), il en résulte
que T(E) CT(F). O

Proposition 8.13. Soit (E;);c; une famille d’ensembles. Alors,

T (U E) = J1(E)

i€l iel

Démonstration. Notons F = Uiel FE;. Pour tout ¢ € I, E; C E et donc, par
la croissance de T, T(F;) C T(E). De la,

U7E) cT(E)

De plus, les ensembles T'(E;) sont des ensembles transitifs, donc leur réunion
Pest aussi. De plus, pour tout i € I, E; C T'(E;), et donc

E=|JE c|JT(E)
iel iel
Par la minimalité de la cléture transitive,
T(E) C U T(E:)
il

O

Proposition 8.14. Soit (E;);c; une famille d’ensembles. Alors,

T (ﬂ E) cT(E)

iel iel
Démonstration. Notons E = (), ; E;. Pour tout i € I, E C E; et donc, par
la croissance de T, T(FE) C T(E;). De la,

T(E) C (\T(E:)
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On n’a pas nécessairement égalité. Prenons par exemple A = {{0}} et B = {0}.

On a alors T(A) = {0,{0}} et T(B) = {0}. De la,
T(ANB)=T0)=0+#T(A) nT(B) = {0}
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1 Notion d’ordinal

1.1 Les ordinaux de Von Neumann

Définition 9.1. Un ordinal de Von Neumann est un ensemble transitif sur
lequel la relation € est un bon ordre strict.

Pour détailler, un ensemble « est un ordinal lorsqu’il vérifie les propriétés sui-
vantes.

e Transitivité : pour tous ensembles 3,7,
yeEBEa = YE«
o Irréflexivité : pour tout ensemble 3,

fea = BEPB

e Transitivité : pour tous ensembles 3,7, d,
devyefea = e
e Bon ordre : Pour toute partie non vide A de «, il existe 8 € A tel que,

pour tout vy € A\ {8}, B €.

Remarquons que nous avons aussi l’asymétrie :

yefca = ¢y

En effet, par la transitivité, si 8 € v et v € 8 alors § € [, qui contredit
lirréflexivité. Remarquons aussi que I’asymétrie implique l'irréflexivité. En effet,
ssupposons 'asymétrie. Soit S € a. Supposons 8 € (. Par 'asymétrie, 5 & [3,
contradiction.

Si nous préférons manipuler des relations d’ordre large, et pas strict, nous pou-
vons introduire la relation € définie comme suit. Pour tous ensembles E et F,
EeFsi E e FouFE =F. Avec cette nouvelle relation, un ensemble « est un
ordinal si et seulement si c¢’est un ensemble transitif bien ordonné par €.

Notation. Nous noterons ON la classe des ordinaux. Nous verrons plus loin que
cette classe n’est pas un ensemble.

Commengons par quelques propriétés importantes et faciles & prouver des ordi-
naux.

1.2 Propriétés faciles
Proposition 9.1. Soit a € ON. Alors, a & «.

Démonstration. Supposons a € a. Par Uirréflexivité de € sur ’ensemble «,
ada O
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Proposition 9.2. Les éléments d’un ordinal sont des ordinaux.

Démonstration. Soit a € ON. Soit 3 € a.

Par la transitivité de € sur a, on a pour tout ensemble §,
devyel = €

Ainsi, § est transitif.

Comme « est transitif, 5 C «. La restriction du bon ordre strict € sur « a
I’ensemble 3 est alors aussi un bon ordre strict. Ainsi, § € ON. O

Proposition 9.3. Une intersection d’ordinauz est un ordinal.

Démonstration. Soit (a;)ie; une famille d’ordinaux. Soit o = (., ;.

e « est une intersection d’ensembles transitifs, donc « est transitif.
e Soit 7 € I. La restriction du bon ordre strict € sur a; & ’ensemble « est
encore un bon ordre strict.

O

Proposition 9.4. Soient a et B deuz ordinaux. On a « € B si et seulement si
aCp.

Démonstration. Supposons a € . Par la transitivité de g, o C B. De plus,
« # [ car sinon on aurait 8 € 3.

Supposons maintenant « C . L’ensemble 8\ « est une partie non vide de 3, il
contient donc un plus petit élément . Montrons que v = a. Soit § € 3.

Supposons que 0 € «, c’est a dire § € 8\ a. On a par définition de ~y, v = J ou
v €6. Dela, d €. Ainsi, v C a.

Supposons que ¢ € @. Comme v = min(8\ a) € a, on a § # . De méme, v & §,
sinon, par la transitivité de «, v € § € « entrainerait v € «.

Remarquons maintenant que comme o« C 5, on a § € 8. On a aussi v € (. La
relation € étant un ordre total sur 3, on a donc § € v, puisque § =y ou y € §
sont impossibles. Ainsi, « C 7. En résumé, a =y et v € 8, donc a € 5.

Corollaire 9.5. Soient o et 8 deuzr ordinauxr. On a a € 3 si et seulement si
aCp.

1.3 Ordre total

La proposition suivante est remarquable. Tous les ordinaux sont comparables
via la relation d’appartenance (ou d’inclusion, nous avons vu que c’est la méme
chose).



112 CHAPITRE 9. ORDINAUX DE VON NEUMANN

Proposition 9.6. Soient o et 8 deux ordinaux. Alors on est dans un et un
seul des trois cas suivants.

e a€Ef
e o=/
e fcu

Si 'on préfére, a € 5 ou B € .

Démonstration. Montrons d’abord ’exclusion des cas. Si o € S et a = 3,
alors 8 € [ ce qui est impossible. De méme, les deux derniers cas s’excluent
mutuellement. Enfin, si a € § et § € « alors, par la transitivité de «a, a € a, ce
qui est & nouveau une contradiction.

Montrons maintenant que I'on est dans 'un des trois cas. Soit v = a N B. 7y est
une intersection d’ordinaux, c’est donc aussi un ordinal. Comme v C «, on a
par la proposition précédente v = « ou v € . De méme, v = 8 ou y € 5.

Supposons un instant que v € a et v € B. Alors v € aN =+, contradiction.
Ainsi, y=a ouy=pf.Dela, a C S ou S C « et donc, comme « et 8 sont des
ordinaux, a« € 8, f caoua=p£. O

1.4 Reéunions d’ordinaux

Nous avons déja vu que toute intersection d’ordinaux est encore un ordinal. En
fait, c’est également le cas pour les réunions d’ordinaux.

Proposition 9.7. Toute réunion d’ordinaux est un ordinal.

Démonstration. Soit (a;);cr une famille d’ordinaux. Soit o = (J; ¢ .

« est une réunion d’ensembles transitifs, donc « est transitif.

Soit B € a. Il existe ¢ € I tel que B € o;. Par lirréflexivité de € sur a;,
B&pB.

Soient § € y € € a. Soit i € [ tel que B € ;. Onad ey e f €
donc § € 3 par la transitivité de € sur «;.

e Soit A une partie non vide de «a. Soit 8 € A. Soit ¢ € I tel que 8 € «;.
L’ensemble A N «; est une partie non vide de «;, elle posséde donc un
plus petit élément 7. Soit § € A. Supposons un instant que § € . Alors
0 €€ q;, donc 6 € AN q; ce qui contredit la minimalité de . Par la
proposition[6} on a donc § = v ou y € 4. Ainsi, 7 est le plus petit élément
de A.
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2 Ordinaux successeurs, ordinaux limites

2.1 Swuccesseur d’un ordinal

Proposition 9.8. Le successeur d’un ordinal est un ordinal.

Démonstration. Soit o un ordinal.

e Comme « est transitif, at I’est aussi.

e Soit B€a™. SiB€a,alors B&B.SiB=a,alors B¢ 8.

e Soient 6 e yefeat.SideyeBEq,alors § € 8 par la transitivité
de € sur a. Si I'un des trois ordinaux 4, 7, 8 est égal & «, ce ne peut
étre que (. Par exemple, si v = «, on a alors a € 8 € a donc, par la
transitivité de a, o € «a, contradiction. Supposons donc § € v € § = «
Par la transitivité de o, 0 € a.

e Soit A une partie non vide de at. Si A C ¢, alors comme € est un bon
ordre sur «, A a un plus petit élément. Si, au contraire, o € A, deux cas
se présentent. Si A = {a}, A a un plus petit élément qui est «. Sinon,
A\ {a} est une partie non vide de A qui a un plus petit élément g.
Comme S € a, [ est aussi le plus petit élément de A.

O

La proposition suivante est évidente mais elle mérite d’étre citée.

Proposition 9.9. Soient o et 5 deux ordinauz. On suppose o € (. Alors,
at eB.

Démonstration. Soit v € a™. Si v € «, alors v € 8 par la transitivité de 3.
Si, au contraire, v = «, alors v € 8. Ainsi, o™ C 5. Comme a™ est un ordinal,
on en déduit que at € Bouat =4. O

Certains ordinaux sont le successeur d’un autre ordinal et, comme nous le ver-
rons bientdt, d’autre pas. Cela justifie la définition suivante.

Définition 9.2. Soit a un ordinal. S’il existe un ordinal 3 tel que oo = BT, «
est un ordinal successeur. Sinon, c’est un ordinal limite.

Proposition 9.10. Soit o € ON.

o Si a est un ordinal limite, alors
Us=a

o Siao =" est un ordinal successeur, alors

UB=~

BEa
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Démonstration.

e Supposons que « est un ordinal limite. Pour tout § € «, on a § C «a. De
la,
Usco

Inversement, soit v € a. On a alors 4+ € «, mais comme « est limite, on
a méme 7" € a. De 14,

yeytc s

BEa

aC Uﬂ

e Supposons que @ = 7 est un ordinal successeur. Pour tout ordinal 8 € «,
on a S €, et donc 8 C ~. De la,

Uscn

BEa

Ainsi,

Inversement, comme v € o, on a

velsn

BEa
|
2.2 Les ordinaux finis
Clairement, 0 = () est un ordinal. Par une récurrence immédiate, pour tout

n € N, les ensembles 7 sont aussi des ordinaux. Remarquons que

0ele2e3...

Définition 9.3. Un ordinal « est fini s’il existe n € N tel que a = 7. Sinon, il
est infini.

Dorénavant, nous confondrons les entiers naturels et les ordinaux finis. Ainsi,
nous écrirons n au lieu de 7.

Les ordinaux finis non nuls sont tous des ordinaux successeurs. En effet, si
n€w\ {0}, alorsn=(n—1)".

Existe-t-il des ordinaux infinis ? Oui, bien entendu. Rappelons que w est I'en-
semble des ordinaux finis.

Proposition 9.11. w est le plus petit ordinal infini.
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Démonstration. Soit

w’:Un

new

w’ est une réunion d’ordinaux. C’est donc un ordinal. Montrons que w’' = w.
Soit n € w. Alors, n € nt donc n € w'. Inversement, soit o € w’. Il existe donc
n € w tel que a € n. Mais

n=1{0,1,...,n—1}

donc o € w.

Ainsi, w est un ordinal. On a donc w ¢ w, et ainsi w est infini puisque w est
précisément ’ensemble des ordinaux finis.

Soit a un ordinal infini. On a donc a ¢ w. De 14, w € a. w est donc le plus petit
ordinal infini. [J

Proposition 9.12. w est un ordinal limite.

Démonstration. Supposons qu’il existe un ordinal o tel que w = a*. On
a € w, donc « est un ordinal fini. Il en est donc de méme pour at = w,
contradiction. O

3 La classe des ordinaux

3.1 Un bon ordre sur ON

La classe ON des ordinaux posséde toutes les propriétés des ordinaux ...sauf
une.

Proposition 9.13.

e Pour tout a € ON, a € a.
e Pour tous a,3 € ON, si « €5 et B €, alors a = .
e Pour tous a, 3,7 € ON, st « €5 et B €y, alors a €.
o Toute sous-classe non vide de ON posséde un plus petit élément pour la
relation €.
Démonstration.

e Le premier point est évident.

e Supposons a € 8 et 8 € a. Par la proposition |§| on ne peu pas avoir a la
fois a € B et f € a. Donc, a = f3.

e Supposons o € 5 et § €. Si 'une des deux inégalités est une égalité, la
conclusion est évidente. Supposons donc « € 5 et 5 € 7. Par transitivité
de v, a € 7.

e Soit C' une sous-classe non vide de ON. Soit a € C. Considérons I’en-
semble

A={peC:peca}
Si A =0, on a alors pour tout § € C, a = S ou a € 3. Ainsi, « = min C.
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Si A # 0, A est une partie non vide de I'ordinal «, qui posséde donc un
plus petit élément «. Pour tout g € C,si f € Aalorsy=pou~vye€ 5. Si
BEA alorsyeEa=Foury€acf etdncy € [. Ainsi, v = minC.

O

Ainsi, ON posséde les propriétés caractéristiques des ordinaux. Sauf une. . .
3.2 ON est une classe propre
Proposition 9.14. ON est une classe propre.

Démonstration. Supposons que ON soit un ensemble. Alors, ON est un ordi-
nal, donc ON € ON, contradiction. [

Proposition 9.15. Soit E un ensemble d’ordinaux. Alors, « = |JE est un
ordinal. En fait, a est la borne supérieure de E dans la classe ON.

Démonstration. Remarquons tout de suite que comme les éléments d’un
ordinal sont des ordinaux, « est un ensemble d’ordinaux. Ainsi, toute partie non
vide de o posséde un plus petit élément. De plus, 'irréflexivité et la transitivité
de € sont vérifiées dans a.

Enfin, en tant que réunion d’ensembles transitifs, « est transitif.

Soit 8 € E. On a 8 C «a et donc, puisqu’il s’agit d’ordinaux, 8 € a. Ainsi, «
majore E.

Enfin, donnons-nous un majorant v de E. Pour tout 8 € E, €y et donc 5 C 7.
De 14,
a=JBCH

BEE

dot agry. O

3.3 Types de bon ordre

Les ordinaux sont des ensembles bien ordonnés trés trés particuliers. Pourtant,
il s’avére qu’ils possédent une certaine propriété d’universalité. C’est ’objet de
la proposition suivante.

Proposition 9.16. Soit A un ensemble bien ordonné. Alors il existe un unique
a € ON tel que A +— a.

Démonstration. L’unicité est claire, car si deux ordinaux sont isomorphes
alors ils sont égaux.

Pour montrer 'existence, supposons que tout ordinal a est isomorphe & un
segment initial de A. Un tel segment initial est alors unique. De plus, deux
ordinaux distincts ne sont pas isomorphes au méme segment initial. On définit
ainsi une bijection f de ON vers I’ensemble des segments initiaux de A qui sont
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isomorphes a un ordinal. C’est impossible, parce que la classe propre ON serait
alors 'image par l’application f~! d’un ensemble, et serait donc un ensemble
par le schéma d’axiomes de remplacement.

Ainsi, il existe un ordinal « tel que « ne soit pas isomorphe & un segment initial
de A. On en déduit que o «— A, ou alors A +— «a[f] ou 8 € «. En tant
qu’élément d’un ordinal, 3 est un ordinal et de plus «[8] = 8. Ainsi, A +— .
O

Définition 9.4. Soit A un ensemble bien ordonné. L’unique ordinal « tel que
A «— « est le type de bon ordre de A.

4 Nouvelles notations

Etant donnés deux ordinaux a et /3, nous noterons o < 3 lorsque a € 3. On a
donc
a<f <<= a€ef << alp

Nous noterons o < 3 lorsque a < 8 ou @ = 3. On a donc
a<pB = agf &= aCp
Avec ces nouvelles notations, nous avons donc le résultat suivant.

Proposition 9.17. (ON, <) est une classe propre bien ordonnée dont les seg-
ments initiaur sont des ensembles.

Démonstration. Les seul point & vérifier est le fait que les segments initiaux
de ON sont des ensembles. Si o € ON,

ON[a]={feON:<a}={fcON:fca}l=a

et « est effectivement un ensemble. [

Nous avons vu dans le chapitre sur les bons ordres qu'une telle classe était unique
& isomorphisme prés. Nous tenons donc 1a la substance méme de la classe des
ordinaux.
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1 Introduction

1.1 Notion d’ensemble bien fondé

Définition 10.1. On définit par récursion sur l'ordinal o ’ensemble V.

[ ] VO = @
e Pour tout ordinal o,

e Pour tout ordinal limite «,

Vo= J Vs
B<a

On note

V= {J Va

aceON

Les éléments de la classe V' sont appelés les ensembles bien fondés.

1.2 Transitivité
Proposition 10.1. Pour tout o € ON, V,, est transitif.

Démonstration. Montrons la propriété par induction sur a.

e V) est un ensemble transitif.

e Soit a € ON. Supposons V,, transitif. Pour tout ensemble transitif F,
P(E) est transitif, donc V,+ est transitif.

e Soit a un ordinal limite. Supposons que pour tout ordinal § < «, V3
est transitif. Une réunion d’ensembles transitifs est encore un ensemble
transitif, donc V,, est transitif.

d
Proposition 10.2. La classe V' est transitive.

Démonstration. V est une réunion d’ensembles transitifs. [

La proposition ci-dessous est évidente, mais elle sera d’un usage constant dans
la suite du chapitre.

Proposition 10.3. Soit a € ON. Soit x un ensemble. On a

reV,+ < zCV,

Démonstration. En effet, V,+ = P(V,). O
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Proposition 10.4. Pour tout ordinal o, Vo, C V+.

Démonstration. Soit a € ON. Soit x € V,. Comme V,, est transitif, on a donc
x CV,,douxe V. Ainsi, V,, CV,+. O

1.3 Croissance

Proposition 10.5. Pour tous ordinauzx o et [3,

ﬁga:> Vﬂgva

Démonstration. Montrons par induction sur a que pour tout ordinal a;, pour
tout ordinal 8, B <o = V3 CV,.

e (C’est trivialement vrai si a = 0.

e Soit o € ON. Supposons que pour tout ordinal 8, § <o = V3 C V.
Soit B € ON. Supposons 3 < at Si 8 = at, la propriété est évidente.
Si B < a alors, par I'hypothése d’induction, Vg C V,,. Par la proposition
précédente, V,, C V,+, donc Vg C V.

e Soit o un ordinal limite. Comme V, = {J;_,, Vj, on a pour tout ordinal
B < a, Vg CV,. De plus, bien évidemment, V, C V.

O
Proposition 10.6. Soit z € V. Soit y Cz. Alorsy € V.

Démonstration. Soit a € ON tel que = € V,,.

e Si a = 0, alors la conclusion est immeédiate.

e Sia = " est un ordinal successeur, alors z € P(Vj), donc « C V3, donc
y C Vgetdoncye Vg =V,.

e Supposons enfin que o est un ordinal limite. Soit 8 < « tel que z € V.
Comme Vg C Vg+, on a aussi 2 € Vg+. On est donc ramenés au cas
précédent.

O

Proposition 10.7. Soit z un ensemble. Alors

r€e€V < xzCV

Démonstration. (=) C’est la transitivité de V.

(«<=) Supposons  C V. Pour tout y € x, on a donc y € V. Notons «, le plus
petit ordinal « tel que y € V,,. La classe

C={ay:yeuz}
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est un ensemble d’ordinaux. Cet ensemble est donc majoré par un ordinal «.
Pour tout y € x, on a alors y € V,,, C V. De la, x C V,, et donc x € V,+.
Finalement, x € V. O

Ce résultat est essentiel, nous 1'utiliserons trés souvent, surtout dans le sens de
la réciproque. Pour montrer qu’un ensemble z est bien fondé, il suffit de montrer
que ses éléments sont bien fondés.

1.4 Les ordinaux de Von Neumann sont bien fondés

Proposition 10.8. ONC V.

Démonstration. Montrons par induction sur o que pour tout ordinal o, a €
V. Soit o € ON. Supposons que pour tout 5 < «, 8 € V. Alors,

a={f:8<a} CV

Par la proposition précédente, « € V. U

Corollaire 10.9. V est une classe propre.

Démonstration. En effet, V contient la classe propre ON. [
1.5 Croissance stricte

Proposition 10.10. Pour tout ordinal o, V, & V.

Démonstration. Montrons ce résultat par induction sur a.

e On Vo = @ ¢ V().

e Soit o € ON. Supposons que V,, & V. Supposons que V,+ € V,+. On a
donc V,+ C V,. Or, V,, C V,, donc V, € V,+, donc V,, € V,, contradic-
tion. Ainsi, V,+ &€ V+.

e Soit o un ordinal limite. Supposons que pour tout 3 < a, V3 & V.
Supposons que V, € V. Il existe donc 5 < « tel que V;, € V3. Comme V3
est transitif, on a donc V,, C V3. Remarquons maintenant que Vg € Vg+.
Comme « est un ordinal limite, on a S < «a et donc Vz+ C V,. Ainsi,
Vs € Vo. De V, C Vg, il vient alors Vg € Vg, contradiction. Ainsi,
Vo € Vg

O

Proposition 10.11. Pour tous ordinaux « et 3,

B<a = VgV,

Démonstration. Soient o, 3 € ON. On a V3 C Vi+. De plus, Vg ¢ V3, alors
que Vg € V+. On a donc en fait V3 C Va+.
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Supposons 3 < a. On a donc 8% < a. Ainsi,
Vg C Vg TV,

d’ou le résultat. O

2 Rang d’un ensemble bien fondé

2.1 Notion de rang

Proposition 10.12. Soit x € V. Il existe un unique ordinal o tel que = €
Vot \ Ve

Démonstration. Commencons par 'unicité. Soient « et 5 deux tels ordinaux.
Supposons a # f. Par exemple, a < 3, donc a* < . On a alors V,+ C V. Or,
x € V,+, donc z € Vg, contradiction.

Montrons maintenant ’existence. Soit
B =min{o € ON: z € V,,}

Supposons un instant que 8 est un ordinal limite. On a alors
reVi=|]JVa
a<f

De 14, il existe a <  tel que x € V,,, ce qui contredit la minimalité de 5. Comme
Vo = 0, on n’a pas non plus 8 = 0. Ainsi, § = o™ est un ordinal successeur. On
adonc x € V,+ et comme a < o™,z & V,. O

Définition 10.2. Soit x € V. Le rang de = est 'unique ordinal « tel que
T € Vo \ Va.

On note p(z) le rang de .

Remarquons que, comme Vi = {0}, p(z) = 0 si et seulement si z = ().

Proposition 10.13. Soit x € V. Soit a € ON.

o Sia<p(x) alors x & V.
o Sia> p(x) alors x € V,.

Démonstration.

e Supposons a < p(x). On a Vo, C Vi) et & & V(). Donc z ¢ V,.
e Supposons a > p(z), et donc p(z)" < a. Ona V)« CV, et z € Vpy+.
Donc z € V,.
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Corollaire 10.14. Soitz € V. On a

p(x)T = min{a € ON: 2 € V,}

Proposition 10.15. Pour tout ordinal o,

Va={z eV :px)<a}l

Démonstration. Soit & € ON. Soit z € V,,. Si @ = 87 est un ordinal suc-
cesseur alors, par minimalité de p(z), p(z) < B et donc p(x) < a. Si a est un
ordinal limite alors, par définition de Vi, il existe 8 < « tel que x € V. On a
aussi x € Vg+ donc p(z) < 8 < a.

Inversement, soit 2 € V' tel que p(z) < a. On a & € V,(zy+. Or, p(z)™ < o donc

Vo)t € Vo Ainsi, v € V. U

Proposition 10.16. Soient x,y € V. Siy € x alors p(y) < p(x).

Démonstration. Notons a = p(z). On a x € V+, c’est a dire  C V. De la,
y € Vy et donc p(y) < a. Ainsi, p(y) < p(z). O

Corollaire 10.17. Soit x € V. Alors, = & .
Démonstration. En effet, p(z) £ p(z). O

Proposition 10.18. Soit x € V. Alors

p(z) =sup{p(y) +1:y € z}

Démonstration. Si x = 0, la propriété est évidente. Supposons donc z # ().
Notons

E={p(y)+1:y €z}
Soit @ = sup E. Notons § = p(z). Remarquons que a > 1 et 5 > 1.

Pour tout y € z, p(y) < p(z) = B, donc p(y) + 1 < B. Ainsi, 8 majore E, donc
a < f.

Montrons maintenant que o > . Pour cela, discutons selon que 8 est un ordinal
successeur ou un ordinal limite.

e Cas 1, B =" est un ordinal successeur. Ona x ¢ Vg, c’est a dire z Z V.
Il existe donc y € z tel que y & V5, c’est & dire p(y) > . De 13,

a>ply)+1>~T =4
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e Cas 2, J est un ordinal limite. On a & ¢ V3, c’est & dire que pour tout
v < B,z ¢V, Comme 3 est un ordinal limite, pour tout v < 5 on a
aussi vt < B et donc & & V,+, c’est a dire & € V. Il existe donc y €
tel que p(y) > 7, et donc a > p(y) + 1 > 4. De 14,

a>sup{yeON:y< B} =0
U
2.2 Rang d’un successeur

Proposition 10.19. Soit x € V. Alors, T €V et

p(a™) = p(a)*

Démonstration. On a z € V, donc x C V. De plus, {z} C V, donc 27 =
zU{z} CV,douxt € V. Les éléments de 2T sont les éléments de z, ainsi que
. On a donc

pla™) = sup{p(y) +1:y€a™}

= max(sup{p(y) +1:y € 2}, p(x) + 1)
max(p(z), p(z) + 1)
= p(z)+1

O
2.3 Rang d’un ordinal

Proposition 10.20. Pour tout o € ON, a € V et

pla) = a

Démonstration. Nous avons déja vu que ON C V. Montrons 1’égalité par
induction sur a. Soit @ € ON. Supposons que pour tout 5 < «, p(8) = 8. On a

a={B:f<a}
Par ’hypothése d’induction,
pla) = sup{p(B)+1:8<a}
= sup{f+1:8<a}
= «

La derniére égalité se vérifie facilement en considérant le cas ol « est successeur
et celui ol a est un ordinal limite. [
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2.4 Rang d’un ensemble de parties

Proposition 10.21. Pour tout x € V, P(x) € V et

p(P(z)) = p(z) +1

Démonstration. Soit € V. Notons « = p(z). Soit y € P(z). Onay Cz C
Voo De la, y € Vo+ (et aussi p(y) < «). On en déduit que P(z) C V, et donc
que P(x) € V. De plus,

p(P(z)) =sup{p(y) +1:y € P(a)} Sa+1
Enfin, € P(z), donc
a+1=p(x)+1<p(P(x))
O

2.5 Le rang de V,

Proposition 10.22. Pour tout ordinal o, V,, € V et

p(Va) =«

Démonstration. L’appartenance de V,, & V résulte de la définition de V. On
aV, CV,,donc V, € V+. De plus, V,, € V,, d’ou le résultat. [

2.6 Rang d’une réunion

Proposition 10.23. Pour toutz € V, | Jz €V et

p(Ue) < (@)

Démonstration. On a x € V donc ¢ C V. Ainsi, pour tout y € =, y € V,
donc y C V. De 1a, pour tout y € x, pour tout z € y, 2 € V et donc |Jz C V,
don Jz € V.

Soit z € |Jz. Ilexiste y € z tel que z € y. On a p(2)+1 < p(y) et p(y)+1 < p(z),
donc p(z) +2 < p(z). Il en résulte que

p (Ua:) = sup{p(z)+1:z¢€ Ua?}
sup{p(z) +2:z € Uac}
p(z)

IN

IN
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Peut-on faire mieux qu’une inégalité 7 Oui.

Proposition 10.24. Soit z € V.

o Sip(x) =0, alors p(Jz) =0.
e Sip(x) =a™ est un ordinal successeur, alors p (|Jz) = a.
o Sip(x) est un ordinal limite, alors p (|Jz) = p(x).

Démonstration.

e Sip(z)=0alorsz=0,et |JO = 0.

e Supposons que p(x) = a est un ordinal successeur. Soit z € | z. Il existe
y € xtel que z € y. Dela, p(2)+1 < p(y). De plus, p(y)+1 < p(z) = a+1,
donc p(y) < a. Alnsi,

p(Um):sup{p(z)—i—l:zEUx}Soz

Comme p(r) = a™ est un ordinal successeur, il existe y € = tel que
p(y) = . De 14, pour tout 8 < «, il existe z € y tel que p(z) +1 > S, et
donc p (Jz) > B. L’ordinal 5 ne majore donc pas ensemble {p(z) + 1 :
z € [Jx}. D’ou la conclusion.

e Supposons que p(z) est un ordinal limite. Nous avons vu dans la pro-
position précédente que p (|Jz) < p(z). Soit o < p(z). Comme p(z) est
un ordinal limite, on a aussi @ + 1 < p(x). Il existe donc y € x tel que
p(y)+1 > a+1, et donc p(y) > a. De 14, il existe z € y tel que p(z)+1 >
«. L’ordinal « ne majore donc pas ensemble {p(z) +1: z € [Jx}. D’ou
la conclusion.

O
Exemples.

e On a p(w) = w, qui est un ordinal limite. On a aussi | Jw = w, et effecti-

vement p(|Jw) = p(w).
e Ona3d3={0,1,2} et |J3=0U1U2 = 2. Ainsi, p(3) = 3 mais p(|J3) = 2.

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que pour tout ordinal a, p(V,,) = .
Que vaut |J V,, ? Clairement, par la proposition précédente, une discussion selon
que « est un ordinal successeur ou un ordinal limite s’impose. On a en fait le
résultat suivant.

Proposition 10.25. Soit a € ON.

o Sia =BT est un ordinal successeur, alors

Uve=Vs

o Si« est un ordinal limite, alors
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Démonstration.

e Supposons que o = B est un ordinal successeur. Soit z € |J V. Il existe
y € Vo tel que z € y. Comme y € V,, = Vg+,onay C Vg, et donc z € V3.
Ainsi,

Uva cvs
Inversement, soit z € V3. Soit y = {#}. Ona z € y. Or, y € P(Vp) =
Vg+ = Vo Ainsi, z € [J Vi, et donc

Vs S JVa

e Supposons que « est un ordinal limite. Soit z € | V,,. I existe y € V, tel
que z € y. Par la transitivité de V,, comme y € V,,, on a aussi y C V,,
et donc z € V,,. Ainsi,

UtacVa

Inversement, soit z € V,. Comme « est un ordinal limite, il existe 5 < «
tel que z € V3. Soit y = {2}. Ona z € y. Or, y € P(V) = Vz+. Mais «
est un ordinal limite, donc 87 < « et donc y € V,. Ainsi, 2 € (JV,, et
donc

Va € UVa
H

Nous retrouvons bien les résultats de la proposition[24] Si o = 37 est un ordinal
successeur,

p(lJVa) = p(Vs) =8

Si, au contraire, o est un ordinal limite, alors

p(U Vo) = p(Va) =

3 V et la théorie des ensembles

Nous allons dans cette derniére section explorer un par un tous les axiomes de
la théorie des ensembles. Nous allons voir que la classe V' les vérifie tous, puis
nous explorerons les conséquences de ce résultat.

Nous allons décrire ces axiomes de fagon « naive », sans entrer dans des détails
qui demanderaient au lecteur des connaissances trop approfondies, en logique
en particulier.

3.1 L’axiome d’extensionalité

L’axiome d’extensionalité est au coeur de l'idée intuitive que 'on se fait d’un
ensemble : un ensemble est caractérisé par ses éléments.

Proposition 10.26. Soient x,y € V. Alors,

(VzeVizex < z€y) = z=y
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Démonstration. Supposons que pour tout z € V, z € x <= 2z € y. Soit
z € x. Comme z € V on a aussi x C V. Ainsi, z € V et donc, par 'hypothése,
z € y. Ainsi,  C y. De méme, y C z. O

3.2 Le schéma d’axiomes de compréhension

Proposition 10.27. Soit ¢ une formule. Soit x € V. Alors, il existe y € V tel
que
VzeV,zey < (z€xNy(2))

Démonstration. Considérons ’ensemble

y={zcz:0(2)}

Onay CxetaxeV,doncy € V. L'ensemble y répond clairement a la question.
O

3.3 L’axiome de la paire

Proposition 10.28. Soient x,y € V. Alors, il existe z € V tel que x € z et
Yy ez

Démonstration. Prenons évidemment z = {z,y}. Ona z CV, donc z € V.
O

Remarquons au passage que

p({z,y}) = max(p(x) + 1, p(y) + 1) = max(p(z), p(y)) + 1
3.4 L’axiome de la réunion
Proposition 10.29. Soit x € V. Alors, | Jz € V.
Démonstration. Nous avons déja prouvé ce résultat. [
3.5 L’axiome des parties
Proposition 10.30. Soit x € V. Alors, P(x) € V.
Démonstration. Nous avons aussi déja prouvé ce résultat. [

3.6 Le schéma d’axiomes de remplacement

Commengons par une définition.
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Définition 10.3. Soit ¢(z,y) une formule logique qui dépend des paramétres
x,y € V (et peut-étre aussi d’autres parameétres). La formule ¢ est fonctionnelle
en y si pour tous z,z’,y € V,

/

oz, y) Ao’ y) = z=x

Proposition 10.31. Soit E € V. Soit o(x,y) une formule fonctionnelle en y.
1l existe alors F' € V tel que pour tous x,y € V,

x € ENp(x,y) = yeF

Démonstration. Considérons
F={yeV:3reE oy}

Par le schéma d’axiomes de remplacement classique, F' est un ensemble. De plus,
F CV,donc F € V. Clairement, F répond a la question. O

3.7 L’axiome du choix

Il existe plusieurs fagons équivalentes d’énoncer 'axiome du choix. Nous en
choisissons une qui ne demande aucune définition préliminaire.

Proposition 10.32. Soit E € V. On suppose les éléments de E non vides et
disjoints deuz & deux. Alors il existe F' € V tel que pour tout x € E, FNx est
un singleton.

Démonstration. Par 'axiome du choix standard, il existe une tel ensemble
G € U tel que pour tout z € E, GNx = {g,} est un singleton. Remarquons que
g € x et donc, puisque x € V, g, € V.

Posons FF =G NV. Comme F C G, F est un ensemble. De plus, FF C V', donc
FeV.Soitze E.Ona

Fnz=(GnV)nz=(Gnx)NV ={g.}NV ={g,}

Ainsi, F Nz est un singleton. [

3.8 L’axiome de fondation

Pour tous les axiomes dont nous avons déja parlé, nous avons montré que
I’axiome était un théoréme dans 'univers V' en wutilisant l’axiome correspon-
dant dans l'univers U.

Pour ’axiome de fondation, nous allons faire mieux que cela. Nous allons prouver
qu’il est un théoréme dans 'univers V', sans utiliser l’axiome de fondation dans
lunivers U.
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Proposition 10.33. Soit z € V. On suppose x # 0. Alors, il existe y € x tel
que pour tout z € x, z & .

Di autrement, tout élément = de V posséde un élément minimal pour la relation
d’appartenance.

Démonstration. Considérons ’ensemble

E={p(y):y €z}
L’ensemble non vide d’ordinaux E posséde un plus petit élément «. Soit y € x
tel que p(y) = a. Soit z € z. On a p(z) > «a, donc z € y. O

3.9 L’axiome de l’infini

Proposition 10.34. 1[I existe x € V vérifiant :

o e
e Pour touty € x, y* € .

Démonstration. Il suffit de prendre z = w. O

3.10 Conclusion

Nous venons de voir que la classe V vérifie tous les axiomes de la théorie des
ensembles. Nous avons méme montré que V vérifie I'axiome de fondation, sans
utiliser I'axiome de fondation dans U.

Quelles sont les conséquences de ce résultat 7 Eh bien, cela veut dire qu’il nous
est tout a fait possible de rajouter & ZFC 'axiome

u=v

En réalité, nous connaissons déja cet axiome. Commencgons par un lemme.

Lemme 10.35. On suppose qu’il existe pas une suite d’ensembles (Tp)nen
telle que pour tout n € N, x,11 € x,. Alors, laziome de fondation n’est pas
vérifié par Punivers U.
Démonstration. Considérons I’ensemble

x={z, :n €N}

Supposons un instant que z a un élément minimal pour la relation d’apparte-
nance. Il existe alors n € N tel que pour tout y € x, y &€ x,. Cest absurde,
puisque 41 € x et Tp1 € T,. O

Proposition 10.36. L’axiome U =V est équivalent o l'axiome de fondation.
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Démonstration. (=) Supposons que & = V. Nous avons prouvé axiome de
fondation dans V| il est donc vérifié dans U.

(<) Supposons que U # V. Construisons par récurrence forte sur n une suite
(Zn)nen comme suit. Pour tout n € N, supposons construits xg, ..., Z,_1 véri-
fant

e Pour tout k <n, 2, € V.
e r,_1€... €2

Comme z,_1 ¢ V, on a x,_1 € V. Il existe donc un ensemble y € x,_1
tel que y € V. On choisit un tel ensemble y et on l'appelle x,, (remarquons
ici I'utilisation de ’axiome du choix, et plus précisément de [’axiome du choix
dénombrable).

Nous avons donc construit une suite d’ensembles (2, )nen, telle que pour tout
n € N, x,41 € x,. Ainsi, 'axiome de fondation n’est pas vérifié dans «. O

Remarque. L’axiome de fondation n’est jamais utilisé dans les mathématiques
du quotidien. Tous les ensembles utilisés dans les mathématiques usuelles (N,
R, les ensembles de fonctions, etc.) sont bien fondés. Rajouter a la liste des
axiomes de la théorie des ensembles 'axiome &Y = V n’a donc pas d’impact
sur les mathématiques usuelles. En revanche, les services qu’il rend en théorie
des ensembles sont importants. Cet axiome permet de construire 'univers des
ensembles comme une hiérarchie. Il nous dit qu’en partant du seul ensemble vide,
et en effectuant des opérations du type « ensemble des parties » ou « réunion »,
on peut construire la totalité de 'univers.
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1 Introduction

Dans les chapitres précédents nous avons parlés de classes bien ordonnées. Nous
allons voir ici que, en fin de compte, ce qui importe n’est pas que la classe soit
ordonnée. Le concept important est qu’elle soit « bien ». Ceci va nous amener
a parler du concept de classe bien fondée.

1.1 Notion de relation bien fondée

Définition 11.1. Soit < une relation binaire sur une classe C. Pour tout z € C,
l’extension de x est
ext<(z) ={yeC:y<ux}

Le nom « extension » vient du cas particulier suivant. Si C = U est 'univers de
tous les ensembles, on a pour tout x € U,

exte(z) ={yel:yezx}=x

Prenons garde au fait que, malgré la notation <, les relations que nous consi-
dérerons ne sont pas des relations d’ordre. Cela dit, nous allons voir qu’elles
vérifient obligatoirement certaines de leurs propriétés (mais pas toutes).

Définition 11.2. Soit < une relation binaire sur une classe C. La relation <
est de type ensemble si pour tout x € C, ext.(x) est un ensemble.

Par exemple, la relation < est de type ensemble sur U, puisque pour tout = € U,
exte(x) = .

Si la classe C' est un ensemble, la relation < est automatiquement de type en-
semble. En revanche, si C' est une classe propre, le fait que < soit de type
ensemble est indispensable pour pouvoir effectuer certaines opérations. Par
exemple, comme nous le verrons lorsque nous aborderons le théoréme de ré-
cursion, cela permet de considérer des ensemble du genre F'(ext.(z)), ou F :
U — U est une fonction.

Définition 11.3. Une classe bien fondée est un couple (C, <) ot C est une
classe et < est une relation binaire sur C' vérifiant

e < est de type ensemble.
e Toute sous-classe D non vide de C posséde un élément minimal :

dr e D,Vy e D,y £ x

Nous abuserons parfois en parlant d’une classe C bien fondée pour une relation
<, ou d’une relation < bien fondée dans une classe C.
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1.2 Exemples

Toute classe bien ordonnée est bien fondée. Par exemple, pour tout ordinal «,
I'ensemble (a, €) est bien fondé.

La classe (ON, €) est également bien fondée.

Comme nous ’avons vu dans le chapitre précédent, l’axiome de fondation affirme
que la classe (U, €) est bien fondée.

1.3 Premiéres propriétés

Proposition 11.1. Soit (C, <) une classe bien fondée.

o La relation < est irréflexive : pour tout x € C,

rLx

e La relation < est asymétrique : pour tous x,y € C,

r<y = yLex

e La relation < est acyclique : pour tout n € N, il n’existe pas d’éléments

o, ..., Ty de C tels que

o< Tp <...<21 <X

Démonstration.

O

e Soit € C. Soit D = {z}. D est une sous-classe non vide de C, elle

posséde donc un élément minimal, qui ne peut étre que z. De 1a, comme
zxeD, x££

Soient z,y € C. Supposons z < y. Soit D = {z,y}. La sous-classe non
vide D de C' a un élément minimal. Ce ne peut pas étre y, puisque = < y
et z € D. Cest donc z. De 14, comme y € D, y £ x.

Soit n € N. Soient xg,...,x, € C. Considérons la classe

D ={zg,...,xn}

Cette sous-classe non vide de C' a un élément minimal x;, ou i € [0, n].
Sii # n, alors ;41 £ x;. Et si i = n, alors 9 £ x,. On n’a donc pas
o< Tp <...<x1 <X

Proposition 11.2. Soit (C, <) une classe bien fondée. Il n’existe pas de suite
(n)nen d’éléments de C telle que pour tout n € N, xp11 < 2.

Démonstration. Soit (z,,)nen une suite d’éléments de C'. Considérons la classe

D ={z, :n €N}



138 CHAPITRE 11. RELATIONS BIEN FONDEES

D est une sous-classe non vide de C. Elle posséde donc un élément minimal.
Soit n € N tel que x,, soit un élément minimal de D. Comme z,,1 € D, on a
donc z,41 £ . O

Cette proposition posséde une réciproque.

Proposition 11.3. Soit C une classe. Soit < une relation binaire sur C' de
type ensemble pour laquelle il n’existe pas de suite (zy,)nen d’éléments de C' telle
que pour tout n € N, x, 11 < x,. Alors, (C,<) est bien fondée.

Démonstration. Montrons la contraposée. Supposons que (C, <) n’est pas
bien fondée. Il existe donc D C C telle que pour tout « € D, il existe y € D tel
que y < x. Choisissons xg € z. On construit alors par récurrence sur n une suite
(Tn)nen d’éléments de C' comme suit. Prenons z¢ € D. Puis, pour tout n € N,
soit &1 € D tel que x,41 < 2. La suite (2, )nen est une suite d’éléments de
C' qui vérifie la négation de I’hypothése.

Remarquons que pour prouver ce résultat, nous avons utilisé ’axiome du choix

dénombrable. [
1.4 Classes transitives

Définition 11.4. Soit (C, <) une classe bien fondée. Une sous-classe D de C
est transitive si pour tout x € D, pour tout y € C,

y<z = yeD

Dit autrement, pour tout = € D, ext-(z) C D.

Par exemple, () et C sont la plus petite et la plus grande sous-classe transitive
de C.

Considérons la classe (U, €). Soit a un ensemble. La sous-classe a de U est
transitive si et et seulement si pour tout € a, pour tout ensemble y,

YyeExr = y<a

Dit autrement, a est transitif si et seulement si pour tout = € a, z C a. Pas
d’ambigiiité, donc, avec le concept d’ensemble transitif dont nous avons parlé
dans un chapitre précédent. Ces deux notions coincident.

Proposition 11.4. Soit (C,<) une classe bien fondée. L’intersection et la
réunion de sous-classes transitives de C' est une sous-classe transitive de C.

Démonstration. Soit (D;);cs une famille de sous-classes transitives de C'. Soit
D=JD;
iel
Soit « € D. Soit y € C. Supposons y < z. Comme x € D, il existe i € I tel que
x € D;. La classe D; est transitive, donc y € D;. Ainsi, y € D.
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La preuve pour l'intersection est identique. [

Proposition 11.5. Soit (C, <) une classe bien fondée. Soit D C C. Il existe
une plus petite sous-classe transitive de C' qui contient D.

Démonstration. La version courte de la preuve consiste & considérer l'in-
tersection des sous-classes transitives de C' qui contiennent D. Donnons une
démonstration plus constructive.

Posons Ey = D et pour tout n € N,
E,nipi={yeC:Jxc B,y <z}

Posons enfin £ = J,, .y En-

e Clairement, D = Fy C E.

e Soit z € E. Soit y € C tel que y < x. Il existe n € N tel que z € E,,. De
la, y € E 41 donc y € E. Ainsi, E est une sous-classe transitive de C.

e Soit F' une sous-classe transitive de C' telle que D C F. Montrons que
E C F. Pour cela, montrons par récurrence sur n que pour tout n € N,
E, CF.OnaFEy=D C F. Soit n € N. Supposons F, C F. Soit
y € Enq1. Il existe © € E, tel que y < x. Par 'hypothése de récurrence,
xz € F. Comme F est transitive, on a donc y € F. Ainsi, F,,+1 C F.

O

2 Induction et récursion

2.1 Le principe d’induction

Proposition 11.6. [PRINCIPE D’INDUCTION]

Soit (C, <) une classe bien fondée. Soit p(x) une formule. On suppose que pour
tout x € C,

(Vy € ext<(x),90(y)) = ¢(z)
Alors, Vo € C, ¢(x).

Démonstration. Considérons la classe
D={xeC:=p(x)}

Supposons D non vide. Alors, D posséde un élément minimal x. Pour tout y < =z,
onay ¢ D, et donc p(y). Par 'hypothése de la proposition, on a donc ¢(z),
contradiction. O

2.2 Classes compatibles de fonctions

Pour toute fonction f, nous notons dom f le domaine de f, c’est a dire son
ensemble de départ. Nous notons également ran f son image.

ran f = {f(z) : x € dom f}



140 CHAPITRE 11. RELATIONS BIEN FONDEES

Nous parlerons de la Fonction f avec un F majuscule lorsque le domaine de f
est une classe éventuellement propre. Si C' et D sont deux classes, une Fonction
f: C — D est donc une classe de couples (z,y) ou z € C, y € D vérifiant

Ve e C,3ly € D, (x,y) € f

Nous réservons le mot « fonction » avec un f minuscule au cas ot le domaine de
f est un ensemble. Remarquons que, par le schéma d’axiomes de remplacement,
si dom f est un ensemble, alors ran f est aussi un ensemble et f elle-méme est
un ensemble.

Définition 11.5. Une classe de fonctions T' est compatible si pour toutes fonc-
tions g1, g2 € T, pour tout z € dom g; Ndom g, g1(x) = g2(x).

Proposition 11.7. Soit T une classe compatible de fonctions. Alors |JT est
une Fonction.

Démonstration. Soit f =|J7. On a

f=A{(z,g(x)): g €T,z € dom g}

Tout d’abord,
D=dom f= U dom g
geT

Soit € D. Supposons que (z,y1) et (x,y2) appartiennent a f. Il existe donc
91,92 € T telles que x € dom g; Ndom ga, y1 = g1(x) et y2 = ga2(x). Comme T
est compatible, on a y; = y2. Ainsi, f est une Fonction. [

2.3 Le théoréme de récursion

Proposition 11.8. [THEOREME DE RECURSION]

Soit (C, <) une classe bien fondée. Soit G : U — U. Alors, il existe une unique
Fonction f: C — U telle que pour tout x € C,

f(l‘) = G(f|ezt<(m))

Démonstration. Montrons tout d’abord 'existence. Soit T la classe des fonc-
tions g : D C C' — U ou D est un ensemble transitif, qui vérifient

Vo € D,g(x) = G(g|ewt<(w))
Soient g1 : D1 — U et go : Dy — U deux éléments de T'. Posons
E={x€DiNDs:gi(x)# ga(v)}

Supposons, par I’absurde, que E # (. Soit  un élément minimal de E. Pour
tout y € C, siy <z, alors y € Dy, y € Dy et g1(y) = g2(y). De 14,

gl(x) = G(gl|emt<(m)) = G(92|emt<(m)) = 92(15)
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Contradiction. Ainsi, deux fonctions de T' coincident sur l'intersection de leurs
domaines. T est donc une classe compatible de fonctions. De 1a, f = (T est
une Fonction.

Le domaine D de f est la réunion des domaines des fonctions g € 7. En tant
que réunion d’ensembles transitifs, D est donc une classe transitive.

Soit x € D. 1l existe g € T telle que x € dom g. Par transitivité de dom g, on
a alors pour tout y € ext.(x), y € domg et f(y) = g(y). De 14, glegt_(2) =

f|ezt<(z)7 d’ott
f(LU) = g(m) = G<g|ezt<(m)) = G(f|e:ct<(z)>

Il reste & montrer que D = C'. Supposons le contraire. Soit ¢ un élément minimal
de C'\ D. Par la minimalité de a, pour tout y < a, y € D. Ainsi, ext-(a) C D
et D' = DU {a} est une sous-classe transitive de C. Définissons ¢g : D' — U
en posant g(z) = f(z) si x # a et g(a) = G(flext (a))- Clairement, g € T, donc
g C f, donc a € D, contradiction.

Pour I'unicité, considérons la classe
T={f:C—U: Ve el f(x)=GCflet ()}
Soient f1, fo € T. Supposons f; # fo. Soit
D={z€C: fi(z) # f2(2)}
Soit = un élément minimal de D. On a alors pour tout y < z, f1(y) = f2(y). De
la
| £1(#) = Gfilear ) = G lear ) = fale)
Contradiction. Ainsi, f; = fo. O

3 Le lemme de contraction de Mostowski

3.1 Un morphisme de C vers U

Proposition 11.9. Soit (C, <) une classe bien fondée. Il existe une unique
Fonction f: C — U telle que pour tout x© € C,

flx)={f(y):yeCy<a}

La classe T =ran f est transitive et bien fondée pour la relation €.

Remarquons que cette fonction f vérifie
Vr,y e Coy <z = f(y) € f(z)

La Fonction f est donc un morphisme de (C, <) vers (U, €).

Démonstration. Pour l'existence et 'unicité de f, il suffit d’appliquer le
théoréme de récursion a la fonction G : YU — U définie par G(g) = rang si g
est une fonction, et G(g) = () sinon.
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Montrons que (T, €) est transitive. Soit ¢t € T. Il existe donc € C tel que
t = f(z). Soit s € t. Il existe donc y < x tel que s = f(y). Ainsi, s € T

La relation € est de type ensemble sur T'. En effet, pour tout = € T,
{yeT:yex}=TnNx

est une partie de I’ensemble z, c’est donc un ensemble.

Montrons enfin que toute sous-classe non vide de T' posséde un élément minimal
pour la relation d’appartenance. Supposons le contraire. Il existe alors S C T
telle que pour tout ¢t € S, il existe s € S vérifiant s € t. Posons

B=f"'(5)

La classe B est non vide. Soit x € B. On a f(z) € S, donc il existe s € S tel
que s € f(x). De 1a, il existe y < z tel que s = f(y). Remarquons que comme
s€S, ye f~YS)=B.

Ainsi, pour tout z € B, il existe y € B tel que y < x. La sous-classe B de C ne
posséde donc pas d’élément minimal pour la relation <, contradiction puisque
(C, <) est bien fondée. O

3.2 Relations extensionnelles

Définition 11.6. Soit < une relation binaire sur une classe C. La relation <
est extensionnelle si pour tous x,y € C,

exto(z) =extc(y) = z=y

Dit autrement, pour tous z,y € C,
(VzeCiz<ax < z2<y) = z=y
Par exemple, (U, €) est une classe extensionnelle : c’est exactement le sens de

laxiome d’extensionalité.

Proposition 11.10.

e La Fonction f de la proposition [ est injective si et seulement si < est
extensionnelle sur C.
o Si f est injective, f est un isomorphisme entre (C, <) et (ran f, €).

Démonstration.

(=) Supposons que < n’est pas extensionnelle sur C. Il existe donc a,b € C
tels que a # b et ext<(a) = ext<(b). On a alors

fla) = flext<(a)) = flext<(b)) = f(b)

Ainsi, f n’est pas injective.
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(<) Supposons que < est extensionnelle. Soit

X={zeC:IyelCy#uz f(y) = fl)}

Supposons que f n’est pas injective. La classe X est donc non vide, elle
posséde ainsi un élément minimal a. Soit b # a tel que f(b) = f(a). Par
Iextensionalité de <, il existe ¢ € C tel que ¢ < a et ¢ £ b, ou alors ¢ £ a
et ¢ < b. Considérons le premier cas (le second cas est analogue).

Comme ¢ < a, on a f(c) € f(a) = f(b). Il existe donc d < b tel que
f(e) = f(d). On a ¢ # d, puisque ¢ £ b. De 1a, ¢ € X. Contradiction,
puisque ¢ < a et a est un élément minimal de X.

e Supposons que f est injective. Soient a,b € C. Supposons a < b. Par
définition de f, on a alors f(a) € f(b). Inversement, supposons que f(a) €
f(b). Toujours par définition de f, il existe x < b tel que f(a) = f(x).
Par l'injectivité de f, a = x et donc a < b.

O

3.3 Le lemme de Mostowski

Corollaire 11.11. [LEMME DE CONTRACTION DE MOSTOWSKI]

Soit (C, <) une classe bien fondée. On suppose < extensionnelle sur C. Alors
il existe un unique isomorphisme de (C,<) sur (T, €) ou T est une classe
transitive bien fondée pour la relation d’appartenance.

Démonstration. Nous avons vu que la fonction f : C' — U définie pour tout
x € C par
f@)={fly):yeCy<a}

est un isomorphisme de C sur T' = ran f.

Prouvons 'unicité. Soit T une sous-classe transitive de U bien fondée pour la
relation d’appartenance. Soit g : C' — T un isomorphisme. Soit x € C. On a
pour tout y € C,

y<z < g(y) € g(z)
Ainsi,
g(z) ={9(y) 1y € C,y <z}
et donc g =f. O

4 Rang

Dans toute cette section, (C, <) désigne une classe bien fondée.
4.1 Une hiérarchie de classes

Définition 11.7. On définit par récursion sur l'ordinal « la classe C,,.
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[ ] Co = (Z)
e Pour tout ordinal o,

Cor ={z€eC:Vy<uzyecCy}

e Pour tout ordinal limite «,

Ca=|]J Cs

B<a

Remarquons que C; est la classe des éléments minimaux de C. La classe Cy
est la classe des éléments de C dont les seuls prédécesseurs sont des éléments
minimaux, etc.

Notons

c'=J Ca

acON
Nous verrons plus loin que ¢’ = C.

Exemple. Prenons C' = U, muni de la relation €. On a alors pour tout o € ON,
Cor ={z el :Yyecxz,yecCy} =P(Cy)

Une récurrence immédiate montre que pour tout ordinal o, C, = V.
Proposition 11.12. Pour tout ordinal o, C,, est transitive.

Démonstration. Montrons la propriété par induction sur a.

o C’est évident pour Cj.

e Soit a € ON. Supposons que C,, est transitive. Soit x € Cy+. Soit y < x.
On a donc y € C,. Comme C, est transitive, on a pour tout z < y,
z € C,. Ainsi, par définition de Cp+, y € Cy+.

e Soit o un ordinal limite. Supposons que pour tout 8 < o, Cg est tran-
sitive. La classe Cy, union d’un ensemble de classes transitives, est donc
aussi transitive.

O
Proposition 11.13. C’ est transitive.
Démonstration. C’est une réunion de classes transitives. [

Lemme 11.14. Pour tout ordinal o, Cy, C Copr.

Démonstration. Soit a € ON. Soit z € C,. Comme C,, est transitive, on a
pour tout y < x, y € C,. Ainsi, par définition de Cy+, z € Cpp+. O
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4.2 Croissance

Proposition 11.15. Pour tous ordinaux « et [3,

B<a = CgCC,

Démonstration. Montrons par induction sur o que pour tout a € ON, pour
tout € ON, <o = C C C,.

e (Cest clair pour a = 0.

e Soit o € ON. Supposons la propriété vraie pour 'ordinal . Soit 8 €
ON. Supposons 3 < at. On a donc 3 < «. Par le lemme précédent et
I’hypothése d’induction,

Cy CCoCCh

e Soit o un ordinal limite. Comme C,, = U,8<a Cg, on a pour tout ordi-
nal 8 < «, Cg C C,. Remarquons qu’ici nous n’avons pas besoin de
I’hypothése d’induction pour conclure.

O

On peut se demander si 8 < a = C3 € C,.

Proposition 11.16. Soit « € ON. On suppose que Cy = Cy+. Alors, pour
tout > a, Cg = Cl,.

Démonstration. Montrons par induction sur 8 que pour tout 5 € ON,
g>a = Oﬂ =C,

e Si 8 =0 la conclusion est immédiate puisque 0 > « est impossible.

e Soit 3 € ON. Supposons que > a = Cjs = C,. Supposons St > a.
On a donc g+ > a™. Si gF = o™, alors évidemment Cg+ = Cf = C,.
Si Bt > at, alors B > «a et donc, par 'hypothése d’induction, Cs = C,.
Tout d’abord, on a l'inclusion C, € Cg+. Inversement, soit z € Cg+.
Pour tout y < z, onay € Cg = C,. De 1, x € Cp+ = C,. Ainsi,
Cs+ C C,.

e Soit S un ordinal limite. Supposons que pour tout v < g8, v > a =
Cy = Cy4. Supposons § > a. On a évidemment C, C Cj. Inversement,
soit € C3. Par définition de Cjg, il existe 6 < 3 tel que x € Cs. Pour
tout v € ON tel que § < v < B, on a aussi € C,. Comme o < 3, il
existe un tel v vérifiant de plus v > «. Par ’hypothése d’induction, on a
donc z € C,. Ainsi, Cg C C,.

d

Pour résumer, la suite (C\,)qcon est initialement strictement croissante (au sens
de linclusion). Si pour une valeur de « les classes Cy, et C,+ sont égales, alors
elles sont toutes égales a partir du rang «. La suite est ainsi stationnaire.
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Proposition 11.17. Si la suite (Co)acon est strictement croissante, alors C
est une classe propre.

Démonstration. La preuve utilise 'axiome du choix et la notion de cardinal.

Supposons, par I'absurde, que C' est un ensemble. Soit o un ordinal limite. Pour
tout B < a, soit x3 € Cg+ \ Cg. Les x3 sont distincts deux a deux. Ainsi, la
fonction f : @ — C définie par f(5) = z est injective. Il en résulte que pour
tout cardinal a, |C| > «. On obtient une contradiction en prenant pour « un
cardinal strictement supérieur a |C|. O

Remarquons que la suite (Cy)acon peut étre stationnaire méme si C' est une
classe propre. Par exemple, si C est la classe des singletons de 'univers I/, munie
de la relation €, on a pour tout ordinal o > 1, C, = C. Pourtant, C' est une
classe propre.

4.3 C=

Proposition 11.18. Soit x € C. Alors,

reC —= Vy<az,yecl

Démonstration. (=) Cest la transitivité¢ de C”.

(<) Supposons que pour tout y < z, y € C’. Notons «, le plus petit ordinal «
tel que y € C,. Par le schéma d’axiomes de remplacement, la classe

E={a,:yecert(x)}

est un ensemble d’ordinaux. Cet ensemble est donc majoré par un ordinal a.
Pour tout y < z, on a ainsi

y € Cy, CC4

De la, pour tout y < z, y € C, et donc x € Cy+. Finalement, z € C’. [
Proposition 11.19. C = (C".

Démonstration. Supposons le contraire. Prenons z minimal appartenant a
C'\ C'. On a donc pour tout y < z, y € C'. Par la proposition précédente,
x € C’, contradiction. O

Retenons donc que

c=J Ca

acON

4.4 Rang
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Proposition 11.20. Soit x € C. Il existe un unique ordinal o tel que = €

O\ O

Démonstration. Commencons par I'unicité. Soient « et S deux tels ordinaux.
Supposons «a # 3. Par exemple, a < § et donc a®™ < 8. On a alors Cy,+ C Cj.
Mais x € Cy+ et x ¢ Cg, contradiction.

Prouvons maintenant ’existence. Soit
B =min{a € ON:z € Cy}

Supposons un instant que 3 est un ordinal limite. On a alors
reCs=JC,
¥<B
et donc il existe v < 3 tel que = € C, ce qui contredit la minimalité de 3.

Comme Cy = ), on n’a pas non plus § = 0. Ainsi, 3 = ot est un ordinal
successeur. On a donc z € Cy+, et comme a < a™ =3, 2 & C,. O

Définition 11.8. Soit x € C. Le rang de x est 'unique ordinal « tel que
z € Cyt \ Ca.

On note p(z) le rang de x.

L’ordinal p(z) est donc caractérisé par

* 2 & Cha).
o I c CP(I)+'

Remarquons que p(z) = 0 si et seulement si 2 € C1, c’est & dire x est un élément
minimal de C.

Proposition 11.21. Soit x € C. Soit a € ON.

o Sia<p(x), alors x & C,.
e Sia>p(x), alors x € C,.

Démonstration.

e Supposons a < p(x). On a Cy € Cpyy, et & & Cp(yy. Done, x & C.
e Supposons a > p(x), donc p(z)T < . On a Cppy+ € Cq, et z € Cpyy+.
Donc, z € C,.

O

Corollaire 11.22. Pour tout ordinal «,

Co={zeC:p)<a}
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Démonstration. C’est immédiat par la proposition précédente. [
Proposition 11.23. Soient 2,y € C. Siy < x, alors p(y) < p(z).

Démonstration. Notons o = p(x). On a z € C+, donc y € Cy,, donc p(y) <
a. U

4.5 Une formule pour le rang

Proposition 11.24. Pour tout x € C,

p(z) =sup{p(y) +1:y <z}

Démonstration. Notons

E={ply)+1:y <a}

E est un ensemble d’ordinaux, car la relation < est de type ensemble. Soit
a =sup E. Notons 8 = p(x).

Pour tout y < z, p(y) < p(x) = B, donc p(y) + 1 < B. Ainsi, 8 majore E, donc
a < f.

Montrons maintenant que o > . Pour cela, discutons selon que g est nul,
successeur ou limite.

e Cas 1, 3 = 0. Dans ce cas, z est minimal et donc E = (. De 1a, o = 0.
e Cas 2, f =~7* est un ordinal successeur. On a z ¢ Cjg, c’est & dire qu’il
existe y < x tel que y € C, et donc p(y) > . De 14,

a>ply)+1>~4T =5

e Cas 3, 8 est un ordinal limite. On a = ¢ Cg, c’est a dire que pour tout
v < B, x € Cy. Comme B est un ordinal limite, pour tout v < 5 on a
aussi v© < f et donc z ¢ C.+, c’est a dire qu'il existe y < z tel que
p(y) > . Ainsi, a > p(y) + 1 > ~. De 13,

a>sup{yeON:y< 3} =0
O

4.6 Le rang de C

Il peut étre assez tentant de définir le rang de la classe C' tout entiére. Ceci est
faisable a condition que la suite (Cy)acon SOit stationnaire.

Proposition 11.25. On suppose la suite (Cy)acon stationnaire. Soit « le plus
petit ordinal tel que Cy = Cy+. Alors, pour tout ¢ € C, p(z) < a.
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Démonstration. En effet, si § > a alors Cg+ \ Cg = 0, donc « & Cg+ \ Cp.
O

Définition 11.9. Le rang p(C) de la classe C' est le plus petit ordinal « tel
que Cy = Cpt.

Proposition 11.26. On a

p(C) =sup{p(z) +1:2 € C}

Démonstration. Soit

E={plx)+1:ze€C}
Notons a = p(C). Par la proposition [25( on a pour tout x € C, p(x) < a, et
donc p(z) + 1 < a. Ainsi, a majore E.

Inversement, soit 3 < «. On a, par définition de a, Cg C Cg+. Soit & € C+ \Cp.
On a alors p(z) = B et donc § < p(z) + 1 € E. Ainsi, § ne majore pas E.
L’ordinal « est donc le plus petit majorant de E. O
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