Le théoréme de Cantor-Bernstein

Marc Lorenzi

18 aotit 2024

1 Un cas particulier

Proposition 1. [CANTOR-BERNSTEIN, CAS PARTICULIER]
Soient A et B deux ensembles. On suppose

e BCA.
e [l existe une injection de A vers B.

Alors, il existe une bijection de A sur B.

Soit f: A B Remarquons que comme B C A, on peut définir, pour tout
n € N, la n° itérée de f. On a f° =idy et pour tout n > 1, f*: A — B.

Posons, pour tout n € N, C,, = f"(A\ B). On a donc Cy = A\ B et pour tout
n > 1, C,, C B. Posons ensuite

c=|Jcn

neN

et C'=A\C.

Lemme 2. C est stable par f.

Démonstration.

f(0)=f<U cn> -Jren=Ucmn=Jccc
n=0 n=0 n=0 n=1

O

Lemme 3. C' C B.

Démonstration. Ona Cy C C,donc C'=A\C C A\Cy=B. O

Lemme 4. Les ensembles Cp, n € N, sont disjoints deuz & deux.




Démonstration. Soient m,n € N tels que m < n. Supposons que C,,,NC,, # (.
Soit y € Cy, N Cy,. 11 existe done z, 2’ € A\ B tels que
y=["(z)=f"(=")
Par l'injectivité de f™,
v = 1)

Ainsi, z € Cp,_y, et done Cp—p, N (A\ B) # 0. Or, pour tout p > 1, C, C B.
On en déduit que m = n. En contraposant, si m # n alors C,, N C,, = 0. O

Soit h : A — B définie pour tout x € A par

o hiz)=f(x)siz el
o hz)=azsizel

Lemme 5. h est une bijection de A sur B.

Démonstration.

Soit y € B. Si y € C’ alors y = h(y) donc y a un antécédent par h.Siy e C
alors, comme y € B, y & Cy. Il existe donc n > 1tel que y € C,, = f(Cp—1). D

la, il existe € Cp,—1 (unique) tel que y = f(z). Comme z € C f(z ) h(z )
donc z est un antécédent de y par h.

Montrons que h est injective. Soient z,z’ € A. Supposons h(z) = h(z’). Quatre
cas se présentent.

e Casl,z € Ceta’ €C.Onadonc f(z) = h(z) = h(z') = f(z'). Comme

f est injective, z = z’.

Cas 2,z € C' et 2’ € C'. On a donc = = h(x) = h(z’

CaSSxGCetm € C'. On a donc f(z) = h(x)

diction puisqu’alors ' € f(C) C C.

e Cas4,z € (' et 2’ € C. Comme pour le cas 3, on obtient une contradic-
tion.

z'.
(') = 2’. Contra-

2 Le cas général

Théoréme 6. [CANTOR-BERNSTEIN|

Soient A et B deux ensembles. On suppose qu’il existe une injection de A
vers B et une injection de B vers A. Alors, il existe une bijection de A sur
B.

Démonstration. Soient f: A — M, B et g:B . A. Soient B! = g(B) C A
et ¢’ : B — B’ la corestriction de g & B’. La fonction ¢’ est bijective et ¢’ o f :
A — B’, composée d’une injection et d’une bijection, est une injection. Par la
proposition 1, il existe une bijection h : A — B’. La fonction ¢’ 'oh: A — B
est la composée de deux bijections, c¢’est donc une bijection. [J



1.00 A

0.75 A

0.50

0.25 A

0.00 A

—0.25 1

—0.50 7

—=0.75 A

—1.00 4

T T T T T T T T T
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FIGURE 1 — Une bijection de [—1,1] sur | — 1, 1]

3 Un exemple

Soit f : [-1,1] — ] — 1,1[ définie par f(zr) = /2. La fonction f est une
injection. En reprenant les notations de la preuve du lemme, on a A = [—1,1],
B =]—-1,1] et facilement, pour tout n € N,

Cp = f(Co) = {j:;n}

C:{:I:;n:neN*}

et C" = [—1,1]\ C. Une bijection de A sur B est donc la fonction h : [-1,1] —
] — 1, 1] définie par h(z) = x/2 si € C et h(z) = z sinon.

et donc

4  Quelques applications

Le théoréme de Cantor-Bernstein permet de montrer que deux ensembles sont
équipotents en créant deux injections, ce qui est souvent plus facile que de créer
une bijection. Nous allons regarder quelques exemples.



4.1 Les intervalles de R

L’exemple de la section 3 suggére qu’il serait possible de construire explicite-
ment une bijection entre deux intervalles de R non triviaux. Le théoréme de
Cantor-Bernstein nous permet de prouver qu’'une telle bijection existe, sans la
construire.

Proposition 7. Tous les intervalles de R contenant au moins deux points
sont en bijection.

Démonstration. Il suffit évidemment de montrer qu’il existe une bijection
d’un tel intervalle sur R.

Soit I un intervalle de R contenant au moins deux points a < b.
Tout d’abord, remarquons que la fonction x — x est une injection de I vers R.

Construisons maintenant une injection de R vers I. La fonction tangente hy-
perbolique est une bijection de R sur | — 1, 1[. La fonction ¢ : | — 1, 1[— ]a, b]
définie par
a+b b—a
t) = t
plt) = —— +t—
est une bijection. Enfin, la fonction 4 :  — x est une injection de |a, b[ vers
I. De la,

wowoth:RgI

Par le théoréme de Cantor-Bernstein, il existe une bijection de I sur R. [

4.2 Parties de N

Proposition 8. Il existe une bijection de {0,1} sur R.

Démonstration. Considérons la fonction f : {0,1}Y — R qui & toute suite
a = (ap)nen d’éléments de {0, 1} associe

o0

fla) = Z 3211

n=0

On montre facilement que f est injective.

Inversement, tout réel € [0, 1] s’écrit de fagon unique

ol @ = (an)nen est une suite d’éléments de {0,1} qui n’est pas stationnaire,
égale a 1. La fonction * — a est donc une injection de [0, 1[ vers {0, 1}".
Comme [0, 1] est un intervalle de R contenant au moins deux points, il existe



une bijection de R sur [0,1[. En composant, on obtient une injection de R sur
{0, 1}

On conclut par le théoréme de Cantor-Bernstein. [

Proposition 9. I existe une bijection de P(N) sur R.

Démonstration. Considérons la fonction y : P(N) — {0, 1} définie, pour
tout A C N et tout n € N par xa(n) =1sin € A et xya(n) =0 sinon. La suite
x 4 est la fonction indicatrice de A. Facilement, x est une bijection. Sa réciproque
est la fonction v : {0, 1} — P(N) définie par p(a) = {n € N: a, = 1}.

En composant ¢ avec une bijection de {0,1}" sur R, on obtient une bijection
de P(N) sur R. O



