Choix, Zorn et Zermelo

Marc Lorenzi

3 juillet 2022

Résumé

Une activité fréquente du mathématicien est, lorsqu’il a en sa possession des ensembles non vides,
d’avoir a choisir un élément dans chacun des ensembles. Cette activité apparemment anodine doit
pourtant étre justifiée. Nous allons voir dans cet article que si le pouvoir de choisir implique des
théorémes d’une grande puissance. Ceci justifie la nécessité d’introduire un axiome disant au mathé-
maticien que de tels choix sont possibles.

1 L’axiome du choix

1.1 Introduction

Si E est un ensemble d’ensembles, nous noterons | J E 'ensemble des éléments des éléments de E. Une
notation plus courante est
Jr= U 4

A€E

Ainsi, z € |J F si et seulement si il existe A € E tel que = € A.

Définition 1. Soit E un ensemble d’ensembles non vides. Une fonction de choiz pour E est une fonction
f:E — |JF telle que pour tout A € E, f(A) € A.

Le terme fonction de choix vient de ce qu'une telle fonction permet de choisir, pour chaque ensemble
A € E, un élément de A, a savoir f(A). Pour certains ensembles E, l'existence d’une fonction de choix
peut étre montrée de facon élémentaire. Passons quelques exemples en revue.

Proposition 1. Soit E un ensemble de parties non vides de N. Alors E posséde une fonction de choiz.

Démonstration. Toute partie non vide de N posséde un plus petit élément. On peut donc poser pour
tout A € E, f(A) = min A. La fonction f est une fonction de choix pour E. O

Proposition 2. Soient X et Y deuxr ensembles en bijection. Si tout ensemble de parties non vides de
X possede une une fonction de choix, alors tout ensemble de parties non vides de Y posséde une une
fonction de choix.

Démonstration. Soit ¢ : X — Y une bijection. Soit F' un ensemble de parties non vides de Y.

L’ensemble
E={p'(B):BecY}



est un ensemble de parties non vides de X, il possede donc une fonction de choix f. L’application
g: F — |JF définie par
9(B) = ¢(f(¢~1(B)))

est une fonction de choix sur £. O

Voici un dernier exemple.
Proposition 3. Soit E un ensemble fini d’ensembles non vides. Alors, E posséde une fonction de choiz.

Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence sur le cardinal de E. C’est clair si E = ). Soit
n € N. Supposons que tout ensemble fini de cardinal n dont les éléments sont des ensembles non vides
possede une fonction de choix. Soit £ un ensemble d’ensembles non vides. Supposons que FE est fini de
cardinal n + 1. Ecrivons
E =FE U{A}

ot Ay est un ensemble non vide et E' = E '\ {Ap} est fini, de cardinal n. Soit ag € Ag. Par 'hypothese
de récurrence, E’ posséde une fonction de choix f’. La fonction f : E — |J E définie par f(A) = f/(A)
si A€ E et f(Aog) = ap est alors une fonction de choix sur E. O

Pour d’autres ensembles E, l'existence d’une fonction de choix pour E est plus problématique. Par
exemple, si F est un ensemble de parties non vides de R, il n’est pas évident de choisir pour chaque
ensemble A € E un élément de A particulier. Prenons pour exemple un théoreme classique d’Analyse
dans lequel un tel probléme de choix survient.

Proposition 4. Soit A une partie de R non vide et majorée. Il existe alors une suite d’éléments de A
qui converge vers sup A.

Démonstration. Soit M = sup A. Pour tout n > 1, le réel M — % ne majore pas A. Il existe donc
Ty, € A tel que

1
M—-—<z, <M
n
Par le théoreme d’encadrement des limites, x,, tend vers M lorsque n tend vers l'infini. O

Nous avons dans cette démonstration considéré ’ensemble
1 *
E=<{|M—-—— M|NA:neN
n
dont les éléments sont des ensembles non vides, et nous avons « choisi » dans chacun des ensembles de F
un élément x,,.

L’axiome du choix est précisément la pour nous dire que ce genre de raisonnement est pertinent.

Remarque. Les puristes objecteront a notre exemple que nous avons seulement utilisé ce que ’on appelle
I'axiome du choix dénombrable. Nous n’entrerons pas dans cet détails dans cet article, qui n’est qu’une
introduction.

1.2 L’énoncé

Voici 'axiome du choix, ou du moins une version simple et trés courante de celui-ci.

AXIOME DU CHOIX

(AC) Tout ensemble d’ensembles non vides posséde une fonction de choiz.




Nous allons maintenant énoncer quelques propriétés qui sont « élémentairement » équivalentes a ’axiome
du choix. Entendons par 14 que la démonstration de 1’équivalence est courte et sans malice (ou presque).

1.3 Quelques propriétés équivalentes a AC

Proposition 5. AC est équivalent a

(AC1) Tout ensemble d’ensembles non vides et disjoints posséde une fonction de choiz.

Démonstration. Evidemment, AC implique AC;.

Supposons AC;. Soit E un ensemble d’ensembles non vides. Soit
F={Ax{A}: A€ E}

L’ensemble F' est un ensemble d’ensembles non vides et disjoints. Par ACY, il existe une fonction f :
F — | F telle que pour tout B € F, f(B) € B. Dit autrement, pour tout A € E,

f(Ax{A}) e Ax{A}

Pour tout A € E, on a f(A x {A}) = (z,A) ou z € A. Posons g(A) = z. La fonction g est alors une
fonction de choix pour E. [J

Proposition 6. AC est équivalent a

(AC3) Pour tout ensemble non vide E, l’ensemble P(E) \ {0} posséde une fonction de choiz.

Démonstration. AC implique clairement ACy puisque P(E) \ {0} est un ensemble d’ensembles non
vides.

Supposons AC5. Soit E un ensemble d’ensembles non vides. Soit A = | J E. Par AC5, 'ensemble P(A)\{0}
possede une fonction de choix f. La restriction de f a E est alors une fonction de choix pour E. [

Proposition 7. AC est équivalent a

(AC5) Toute surjection posséde un inverse a droite.

Démonstration. Supposons AC. Soit f : E — F une surjection. Pour tout y € F', 'ensemble f~1({y})
est non vide. Posons

E={/"{u}):yeF}
Remarquons que
Us=U s wh=r U] =r'r=¢
yer yeF

Par AC, il existe une fonction g : £ — F telle que pour tout A € £, g(A) € A. Soit h : F — E définie

par
h(y) = 9(f~ ({y})
On a pour tout y € E,

(f o hly)) = flg(fF~ ({y}))

Or, g(f~'({y}) € f~'({y}), done
FlatF " {w)) =y



Ainsi, foh =idp.

Montrons maintenant que AC3 implique AC;. Supposons que toute surjection admet un inverse a droite.
Soit E un ensemble d’ensembles non vides disjoints. Soit f : |JE — FE définie pour tout = € F par
f(z) = l'unique ensemble A € E tel que z € A. L’application f est surjective, elle admet donc un inverse
a droite g : E — |JE. Pour tout A € E, in a

fg(4)) = A

et donc g(A) € A. Ainsi, g est une fonction de choix pour E. Nous avons donc AC1, et donc aussi AC.
O

Terminons par I’équivalence de AC avec un résultat qui semble « évident » ...et qui ne lest donc pas.

Proposition 8. AC est équivalent a

(ACy) Un produit cartésien d’ensembles non vides est non vide.

Démonstration. Supposons AC. Soit (E;);cr une famille d’ensembles non vides. Soit F = {E; : i € I}.
Le produit cartésien des F; est

[[Ei={f:T—E:Viel ()< E;}

iel
Par AC, I'ensemble F possede une fonction de choix . Soit f : I — E définie pour tout j € J par
f(j) = w(E;). Alors, f appartient au produit cartésien des E;, qui est donc non vide.

Supposons maintenant AC4. Soit F un ensemble d’ensembles non vides. Pour tout A € E posons assez
pompeusement E4 = A. Considérons la famille d’ensembles (E4)acg. Par ACy, le produit cartésien
[Iack Ea est non vide. Il existe donc une fonction f : E — [J E telle que pour tout A € E, f(A) €
E4 = A. La fonction f est donc une fonction de choix pour E. [

Les preuves de I’équivalence de AC avec ACy, ACs, AC5 et AC, n’étaient pas difficiles. Nous allons
maintenant aborder une propriété qui elle aussi est équivalente a AC. La preuve de I’équivalence sera
tout sauf facile.

2 Le lemme de Zorn

2.1 Introduction

Commengons par introduire un certain nombre de notions qui nous éviteront d’avoir a faire de longues
périphrases.

Tout d’abord, définissons le mot « chaine » qui est un terme consacré dans la littérature.

Définition 2. Soit (E,<) un ensemble ordonné. Une chaine de E est une partie de E totalement
ordonnée.

Remarquons que () et les singletons sont des chaines. Si (F, <) est un ensemble totalement ordonné, la
notion de chaine n’a aucun intérét puisque dans ce cas toutes les parties de F, y compris F, sont des
chaines.

Définition 3. Soit (E, <) un ensemble ordonné. La relation < est un bon ordre si toute partie non vide
de F possede un plus petit élément.



Remarquons qu’un ensemble bien ordonné est automatiquement totalement ordonné. En effet, si x et y
sont deux éléments de F, I'ensemble {x,y} posséde un plus petit élément.

La notion de bon ordre est une notion capitale de la théorie des ensembles. Elle est en particulier a la
source de la théorie des ordinaux transfinis. Nous ne l'utiliserons dans cet article que par nécessité.

Définition 4. Soit (E, <) un ensemble bien ordonné. Pour tout = € E, le segment initial de E défini
par x est I’ensemble
{lye E:y<az}

Terminons par ce que nous appellerons la propriété de Zorn.

Définition 5. Soit (F, <) un ensemble ordonné. Nous dirons que E vérifie la propriété de Zorn lorsque
toute chaine de F est majorée.

Venons-en enfin au lemme de Zorn.

LEMME DE ZORN

Soit (F, <) un ensemble ordonné non vide vérifiant la propriété de Zorn. Alors, E posséde un élément
maximal.

Cette propriété n’a d’intérét que lorsque 'ordre < est un ordre partiel. En effet, si 'ordre est total,
lui-méme est une chaine. Si E vérifie la propriété de Zorn, alors F est majoré. Si a est un majorant de
FE, comme on a aussi a € F, a est le plus grand élément de E.

Montrons sur un exemple simple comment le lemme de Zorn est utilisé en pratique. Ce lemme permet de
montrer l'existence d’un objet vérifiant certaines propriétés.

Proposition 9. On suppose le lemme de Zorn vérifié. Alors, tout espace vectoriel sur un corps K admet
des bases.

Démonstration. Soit F un K-espace vectoriel.

1. On introduit un ensemble E judicieux et on le munit d’une relation < tout aussi judicieuse. Et non,
dans le cas cas qui nous intéresse, E n’est pas l’espace vectoriel E. D’ou lappellation « judicieux ».

Pour notre propos, point n’est besoin de chercher trés loin. Soit £ ’ensemble des ensembles libres
de vecteurs de E. Munissons £ de la relation d’inclusion C.

2. On montre que la relation < est une relation d’ordre sur E.
Dans le cas qui nous intéresse, c’est immédiat puisque la relation d’inclusion est une relation
d’ordre.

3. On montre que (E, <) vérifie la propriété de Zorn.
N’oublions pas de vérifier que £ est non vide. En effet, 'ensemble vide ne risque pas d’avoir un

élément maximal, au méme titre qu’il n’a pas d’élément qui va a la péche le dimanche. Ici, c’est
évident, car ’ensemble vide est libre et appartient donc a L.

Soit C une chaine de £. Considérons I'’ensemble

M=JL

LeC



O

Montrons que M est libre, c’est a dire que toute partie finie de M est libre. Soient eq,...,e, € M.
Pour tout i € [1,n], il existe L; € C tel que e; € L;. La chaine C est totalement ordonnée.
Comme toute partie finie d’'un ensemble totalement ordonné admet un plus grand élément, il
existe j € [1,n] tel que pour tout ¢ € [1,n], L; C L;. Les vecteurs ey, ..., e, appartiennent ainsi
tous a I’ensemble L; qui est un ensemble libre. Ces vecteurs sont donc libres.

Clairement, M majore C. Nous avons donc montré que L vérifie la propriété de Zorn.

. On applique le lemme de Zorn et on explore les conséquences. Trés souvent, l’objet dont lexistence

est assurée par le lemme de Zorn est l’objet dont on cherche a prouver l’existence. Parfois, un peu
de travail en plus est nécessaire.

L’ensemble L vérifie la propriété de Zorn. Il posseéde donc un élément maximal, que nous appellerons
B. B est donc un ensemble libre de vecteurs de E maximal au sens de 'inclusion. Montrons que
B est une base de E. Comme B est libre, il suffit de prouver que cet ensemble est générateur.

Soit x € E. Si x est 'un des vecteurs de B, x est clairement combinaison linéaire de B. Sinon, on
a
B C Bu{z}

Par la maximalité de B, ’ensemble B U {z} est lié. Facilement, comme B est libre, cela implique
que x est combinaison linéaire des vecteurs de B.

Le lemme de Zorn est tres puissant. Trop puissant, diront certains. Pour comprendre sa puissance, nous
allons d’abord montrer que celui-ci implique 'axiome du choix. La démonstration n’est pas difficile, ce
qui prouve bien la puissance du lemme de Zorn.

2.2 Zorn implique choix

Proposition 10. Le lemme de Zorn implique AC.

Démonstration. Supposons le lemme de Zorn vérifié.

Soit E un ensemble d’ensembles non vides. Reprenons les étapes que nous avons décrites dans notre
exemple d’utilisation du lemme de Zorn.

1. Considérons

E={(A,f): ACE, f: A—|JEVX € A f(X) € X}

Définissons sur £ une relation < en posant (A, f) =< (B,g) si A C B et pour tout X € A,
9(X) = f(X).

. On vérifie facilement que < est une relation d’ordre sur £.
. Le couple (0, f), ot f est application triviale, appartient & £. Ainsi, £ n’est pas vide.

Soit C une chaine de £. Soit
M= |J 4
(A, f)ecC
Soit X € M. Supposons qu’il existe (A, f) et (A’, f’) appartenant a C tels que X € Aet X € A'.
Comme l'ensemble C est totalement ordonné, on a par exemple (A, f) = (A4’ f'), c’est & dire
A C A’ et aussi f/(X) = f(X). On définit ainsi une application g : M — |J E en posant pour
tout (A, f) € C et tout X € A4, g(X) = f(X).

Montrons que g appartient a £. Soit X € M. Soit (A, f) € C tel que X € A. On a alors g(X) =
f(X) € X puisque (4, f) € £.



Montrons maintenant que g majore C. Soit (A, f) € C. Par définition méme de M, on a A C M.
De plus, pour tout X € A on a, par définition de g, g(X) = f(X).

Ainsi, & satisfait la propriété de Zorn.
4. L’ensemble & possede donc un élément maximal que nous noterons (U, m).

Supposons que U # E. Soit B € E'\ U. L’ensemble B est non vide, il contient donc un élément
Xp. Définissons

h:V=Uu{B} —JE
en posant h(X) =m(X) si X € U et h(B) = Xo. On a alors h € £, (U,m) < (V,h) et (U,m) #

(V, h), ce qui contredit la maximalité de (U, m).

Ainsi, U = E et donc m : E — |J E est une fonction de choix pour E. O

2.3 Choix implique Zorn

L’axiome du choix se démontre a partir du Lemme de Zorn. Le lemme de Zorn est donc, d’une certaine
manieére, plus « puissant » que I'axiome du choix. Nous devrions plutoét dire plus « évolué ». Car nous
allons maintenant prouver la réciproque. Le lecteur doit étre prévenu : la preuve est trés compliquée.
Il existe des preuves plus simples que celle que nous allons donner, mais elles utilisent des concepts
sophistiqués, comme par exemple des démonstrations par induction sur les ordinaux transfinis. Notre
preuve sera quant & elle « élémentaire ». Elémentaire, mais compliquée.

Proposition 11. L’axiome du choix implique le lemme de Zorn.

Que le lecteur soit prévenu, nous voici partis pour une démonstration de 4 pages.
Supposons 'axiome du choix vérifié.

Soit (E, <) un ensemble ordonné dont toute chaine posséde un majorant. Nous allons raisonner par
I’absurde en supposant que E n’a pas d’élément maximal.

On commence fort. Une longue démonstration par l'absurde se profile a I’horizon.

Appliquons tout d’abord ACj. 11 existe une fonction
p:P(E)\{0} — F

telle que pour toute partie non vide A de E, on ait ¢(A) € A.

Soit C' une chaine de E. Par la propriété de Zorn, C est majorée. En d’autres termes, ’ensemble
Uso={yeE:VzeC,z<y}

est une partie non vide de E. Soit y € U/,. Comme E ne posséde pas d’élément maximal, il existe z € E
tel que y < z. On a alors aussi z € U, et de plus z ¢ C puisque pour tout z € C, z < y < z. Ainsi,
I’ensemble

Uc={ye E:Vz el z <y}

est une partie non vide de E. Comme ¢(U¢) € Ug, nous disposons d’une fonction u qui & toute chaine
C de FE associe u(C) = p(Ue), un majorant strict de C' dans E. Retenons donc que pour toute chaine C,

e 4(C) majore C.
e u(C) ¢C.



Nous voici donc en possession de la baguette magique u qui, pour chaque chaine C, permet de créer un
magjorant strict de C.

Considérons I’ensemble T" des parties C' de E vérifiant les propriétés suivantes :

o (' est bien ordonnée.
o Pourtout z € C, z =u({y € C: y < z}).

Comme tout ensemble bien ordonné est totalement ordonné, les éléments de I' sont donc des chaines.

Rappelons qu’'une chaine est une partie totalement ordonnée. Toute partie d’une chaine est donc aussi
totalement ordonnée, et est donc aussi une chaine. La seconde propriété nous dit que si x € C, le segment
initial de C' déterminé par x (qui est une chaine) a précisément x pour image par u.

Dit autrement, 'application u détermine de fagon unique un élément = de C' si on connait les prédécesseurs
de z.

Clairement, () € T" et donc I" n’est pas vide. Si C est une chaine non vide de T, elle posséde un plus petit
élément z, puisqu’elle est bien ordonnée. Que vaut z 7 Il nous suffit de remarquer que {y € C : y < z} =0
et donc

r=u({yeC:y<z}) =u(d)

Ainsi, u(D) est le plus petit élément de toutes les chaines non vides de T'.

Si C est une chaine de I' ayant au moins deux éléments, quel est son deuxiéme plus petit élément ? Eh
bien, si nous notons x ’élément en question, alors

r=u({yeC:y<z})=u({u)})

De méme, si C est une chaine de I' ayant au moins trois éléments, le troisieme plus petit élément de C

est
u({0, {u(0)}})

1l semblerait que les éléments d’une chaine ne « dépendent pas » de la chaine. C’est effectivement ce que
nous aurons bientot a montrer, et la preuve de ce résultat nous donnera beaucoup de mal.

Lemme 12. Pour toute chaine C € T, CU{u(C)} €T.

Démonstration. Soit C' € I'. Soit C' = C' U {u(C)}.

Soit A une partie non vide de C’. Si A = {u(C)}, alors A a un plus petit élément, qui est u(C). Sinon,
soit B = AN C. L’ensemble B est une partie non vide de C, B a donc un plus petit élément x. Comme
u(C) majore strictement C, on a x < u(z), et donc = est aussi le plus petit élément de A.

Soit x € C'. Si z # u(C), alors
{yeC':y<ax}={yeC:y<ax}
et donc, comme C € T,
u{yeC :y<a})={yeC:y<z}==z

Si, au contraire, z = u(C), alors
{yeC':y<z}=C

et donc
u({ye C' iy <a}) =u(C) =

Ainsi, C" eT. O

Passons a la partie ardue de notre preuve.



Lemme 13. Soient C; et Cy deux chaines distinctes éléments de I'. Alors, l'une de ces deux chaines est
un segment initial de ’autre.

Démonstration. Si C; ou Cs est vide, c’est évident. Supposons donc ces deux chaines non vides.

Supposons que C; € Cs. L’ensemble Cy \ Cs est alors une partie non vide de C; qui est un ensemble bien
ordonné. Cet ensemble a donc un plus petit élément. Posons

a = min(C'1 \ CQ)
Par minimalité de a, tout x € C5 tel que = < a est aussi dans C;. Ainsi,
{xreCy:z<al C{zxeC:x<a}

En fait, nous avons égalité. En effet, soit € C tel que z < a. Par minimalité de a, x ¢ C1 \ Ca, c’est
adirexz € Cy ou z € Cy. Mais € C;. On a donc z € Cy, et comme z < a,onaz € {x € Cy : x < a}.
Retenons donc que

M{zelC:z<al={reCi:z<a}

Considérons ’ensemble
D=Cy\{zeCy:z<a}

Si D = () alors, par (1), Co C C;. Sinon, comme C5 est bien ordonnée, D admet un plus petit élément c.
On a alors
Co\{zeCr:z<al={xeCy:c<z}

et donc, puisque C est totalement ordonnée,
{zxeCy:z<al={zeCy:x<c}
On a donc, en reportant dans (1),
M{zreCr:z<ct={zrelC:z<a}
En appliquant la fonction u a cette égalité, il vient
c=u{zeCr:z<c})=u({zeCi:x<a})=a

contradiction, puisque ¢ € Cy et a € Cy \ Co. Nous avons ainsi montré que Cy C Cy. Comme Cy et Cy
sont distinctes, on a méme 'inclusion stricte Co C Cf.

Il reste & montrer que Cs est un segment initial de C;. Soit m = min(C; \ C3). Soit x € Cy. Alors, x € Cy
mais z € C1 \ Cq, donc m £ . Comme C; est totalement ordonnée, x < m. Inversement, soit x € C; tel
que x < m. Alors, © & C1 \ Cs, donc = € Cy. Ainsi,

Co={zeCi:z<m}
est un segment initial de C;. O
Le plus dur est passé. Il nous reste maintenant & étudier |JT qui, intuitivement, est une « méga-chaine ».

Lemme 14. [JT est une chaine bien ordonnée de E.

Démonstration. Soit A une partie non vide de |JT'. Soit 2 € A. Il existe C € T tel que z € C.
L’ensemble A N C est une partie non vide de I’ensemble bien ordonné C, il possede donc un plus petit
élément a. Soit y € A. Soit C’ € T tel que y € C".



e Si C' = C ou C’ est un segment initial de C, alors y € C et donc a < y.
e Si C est un segment initial de C’, soit b € C’ tel que

C={zeC:z<b}

Siy<balorsye Cetdonca<y. Sib<yalorsa<b<uy.
Ainsi, a € A et pour tout y € A, a < y. L’ensemble A possede un plus petit élément.
|

En fait, T vérifie aussi la propriété magique numéro 2 des chaines de T'.
Proposition 15. (JT' eT.

Démonstration. Nous avons déja vu que [T est une chaine bien ordonnée de E. Il nous reste & montrer
que pour tout z € JT,

u({yEUF:y<x}:x

Soit donc x € |JT. 1l existe une chaine C' € T telle que = € C. Soit y € T tel que y < 2. Tout comme
pour z, il existe une chaine C’ € T telle que y € C’. Si C' = C ou si C’ est un segment initial de C, alors
C’" C C et donc y € C. Si, au contraire, C' est un segment initial de C’ alors, comme z € C, on a aussi
y € C. Ainsi,

{yeUI‘:y<m}:{y€C:y<x}
et donc, comme C € T,
u({yeUF:y<x}):u({y€C’:y<x}):x
O

Nous y sommes. Une contradiction va bientoét apparaitre.

() Jrufu (Ur)} er

e D’un cbté, par la définition de u, u(|JT') est strictement plus grand que tous les éléments de | JT'.
e D’un autre coté, par (x), u(|JTI') appartient & |JT', puisque c’est un élément d’un élément de T.

Comme T €T, on a

Contradiction. Ainsi, I’hypothése que nous avons faite au tout début de la démonstration est fausse :
I’ensemble E possede un élément maximal.

2.4 Conclusion

Le lemme de Zorn est ainsi équivalent a ’axiome du choix. S’il fallait faire une analogie hasardeuse, ce
pourrait étre la suivante. L’axiome du choix et le lemme de Zorn, c’est un peu comme la programma-
tion en langage machine et la programmation en langage Python. L’axiome du choix est une propriété
« atomique », alors que le lemme de Zorn est une propriété « évoluée ». Cela dit, ces deux propriétés
sont équivalentes et ont donc toutes les deux exactement les mémes conséquences. Pour rester dans notre
analogie, on peut a priori écrire les mémes programmes en langage machine et en Python.

Nous allons maintenant nous attaquer a un second théoréme, lui aussi tres évolué et équivalent a ’axiome
du choix : le théoreme de Zermelo.
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3 Le théoréme de Zermelo

3.1 L’énoncé

THEOREME DE ZERMELO

Tout ensemble peut étre bien ordonné.

Un énoncé aussi simple nous fait suspecter que prouver que AC implique Zermelo sera extrémement
compliqué, et que la récipoque sera facile a montrer. C’est effectivement le cas. En fait, pour prouver
I'implication difficile, nous passerons par le lemme de Zorn.

Commencgons par le plus facile.
3.2 Zermelo implique Choix
Proposition 16. Le théoréme de Zermelo implique ’axiome du choix.

Démonstration. Supposons le théoréme de Zermelo vérifié. Soit E un ensemble. Munissons P(FE) d’un
bon ordre <. La fonction

f:PE)\{0} —E

définie par f(A) = min A est une alors une fonction de choix sur P(E) \ {#}. Nous avons donc prouvé
AC,. O

Passons a I'implication « difficile ». Nous sommes ici heureux d’avoir prouvé que AC équivaut au lemme
de Zorn : ceci nous permettra de nous reposer sur Zorn pour prouver cette implication.

3.3 Zorn implique Zermelo
Proposition 17. Le lemme de Zorn implique le théoreme de Zermelo.

Démonstration. Supposons le lemme de Zorn vérifié. Soit E un ensemble. Il s’agit de prouver que
E peut étre bien ordonné. L’idée est de considérer tous les bons ordres définis sur des parties de E et
d’exhiber via le lemme de Zorn un bon ordre maximal (en un certain sens a préciser). Puis de constater
que ce bon ordre maximal est en fait un bon ordre sur E.

Soit
E={(A4,R): AC E,R est un bon ordre sur A}

Munissons £ d’une relation < en posant (4, R) < (B,S) lorsque

e A = B, ou bien A est un segment initial de B pour la relation S.
e Pour tous z,y € A, 2Ry < zSy.

Remarquons que la premiere propriété entraine que A C B.
La relation < est clairement une relation d’ordre sur £.

L’ensemble £ est non vide car il contient le couple (f, R) olt R est la relation triviale sur 'ensemble vide.

M= |J A4

(A,R)eC

Soit C une chaine de £. Soit
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Soient x et y deux éléments de M. Définissons une relation 7 sur M en posant pour tous x,y € M,

2Ty <= J(A,R) eC,z,y € Aet 2Ry

Montrons que 7 est un ordre sur M.

e Soit € M. Il existe (4, R) € C tel que x € A. Comme R est un ordre sur A, xRz et donc z7T x.

e Soient x,y € M. Supposons que z7Ty. Il existe (A, R) € C tel que z,y € A et zRy. Comme R est
un ordre sur A, yRx et donc y7 x.

e Soient z,y,z € M. Supposons que Ty et yTz. Il existe (A,R) € C tel que z,y € A et zRy.
Il existe également (A", R’) € C tel que y,z € A’ et yR'z. Comme 'ensemble C est totalement
ordonné, on a par exemple (A, R) <X (A", R'). De 14, 2,y € A" et R’y. Comme R’ est un ordre
sur A’, zR'z et donc x7 z.

Montrons enfin que M est bien ordonné par 7. Soit D une partie non vide de M. Soit x € D. 1l existe
(A,R) € C tel que x € A. L’ensemble AN D est une partie non vide de A, qui est bien ordonné par R. Il
existe donc a € AN D tel que pour tout y € AN D, aRy. Soit y € D. 1l existe (A’,R') € C tel que y € A’.
L’ensemble C est totalement ordonné. On a donc deux possibilités.

e Cas 1, (A,R) < (A",R’). A= A’ ou alors A est un segment initial de A’ pour la relation R’, donc
aR'y, dou aTy.
e Cas 2, (A/,R') X (A,R). On a alors y € A, donc y € AN D, et aRy d’ou aTy.
Ainsi, a est le plus petit élément de D pour la relation 7.

Nous avons donc prouvé que (M, T) € £. Clairement, pour tout (4, R) € C,on a (A,R) < (M, T). Ainsi,
C est majoré.

Par le lemme de Zorn, £ posséde un élément maximal. Appelons-le (A, R). Supposons un instant que
A # E. Soit a € E'\ A. Soit B= AU {a}. Soit S le prolongement de R & B défini en posant pour tout
x € B, zSa. Facilement, (B,S) est un bon ordre sur E et (A4,R) = (B,S). Cependant, (4, R) # (B,S)
ce qui contredit la maximalité de (A, R). Ainsi, A = FE et R est un bon ordre sur E. O
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