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I Les axiomes de Peano

I.1 Les axiomes

La théorie PA que nous allons étudier comporte un symbole de constante, 0, un symbole de fonction
unaire S, deux symboles de fonctions binaires 4+ et X, ainsi que le prédicat logique binaire =. Voici les
axiomes :

(A1) Sz #0
(Ag) Sx=8Sy —»z=y
(A3) z+0=u
(Ag) 4+ Sy=5S(z+y)
(A5) x0=0
(Ag) e x Sy=axxy+z
(I) Pour toute formule ¢(z, 7) ou la variable x n’apparait pas liée dans ¢,

©(0) Vz(p(z) = ¢(Sz))
Va o(x)

Ces axiomes ont été introduits par Dedekind et Peano, évidemment pas sous la forme ci-dessus. Leur
but était de déterminer les propriétés essentielles dans la formulation de l'arithmétique. 0 représente
I'entier 0 et S la fonction successeur, c’est a dire la fonction x — x + 1. Quelques remarques sur ces
axiomes :

A1) exprime que 0 n’est le successeur d’aucun entier.
As) exprime linjectivité de S.
Aj3) et (A4) définissent addition.
45)
e

5) et (Ag) définissent la multiplication.
I) est un schéma d’axiomes, le principe d’induction mathématique.
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Propriété 1.1 (P,) 2 #0— Jy 2 = Sy

(P1) exprime le fait que tout entier non nul est le successeur d’un entier.

Démonstration : Soit ¢(z) la formule z # 0 — Jy(x = Sy).

1. 0=0

2. 0£0— Jy(0 = Sy) 1
3. ©(0) 2
4. p(x) HYP
5. Sz = Sz

6. Jy(Sz = Sy) 5
7. o(Sz) 6
8. p(x) = p(Sx) 4,7
9. Vx o(x) 3,8,1



Remarque : (Az) et (P;) montrent Vz(x # 0 — 3ly(x = Sy)). L'unique y tel que z = Sy est le
prédécesseur de x.

1.2 Propriétés faciles

Définition L1 (D;) 1% 50 et 2 % 51.

Propriété 1.2 1+1=2

Démonstration :
1. 141=1+50 Dy
2.141=5(1+0) 1, A4
3.1+1=51 2, As
4. 14+1=2 3, D1

Nous aurons besoin vers la fin de cet article de définir 3 et 4. Mais ne soyons pas impatients.
Propriété 1.3 (P;) 0+ xz ==

Comme, par (As), on a aussi  + 0 = z, (P,) exprime que 0 est le neutre pour l'addition.

Démonstration :
1. 0+0=0 As
2.04+z==x HYP
3.0+ Sz=S50+x) Ay
4. 0+ Sx =Sz 2,3
5. 0+z=2— 04 Sx =S5z 2,4
6. V(0 +x =) 1,5,1

Propriété 1.4 (P;) O xx =0

Comme, par (As), on a aussi z x 0 = 0, (P5) exprime que 0 est absorbant pour la multiplication.

Démonstration :
1.0x0=0 Ag
2. 0xx=0 hyp
3.0xSxr=0x2x+0 Ag
4. 0xSx=0+0 2
5. 0x Sz =0 4, As
6. 0xz=0—>0xSz=0 2,5
7. Vz(0 x = 0) 1,6,1

Propriété 1.5 (P;) .+ 1= Sx

Démonstration :

(1) z+1=2+80 (D)
(2) z+1=5(x+0) (1,A44)



Propriété 1.6 (Py) axl=zetlxz==x

(Py) exprime que 1 est le neutre de la multiplication.

Démonstration :
l.zx1=2x50 Dy
2.z xl=xx0+4+x 1, Ag
3. z+1=0+=x 2, As
4. z+1=x 3, P
Pour la deuxiéme propriété, on a :
1.1x0=0 Ag
2. 1xx=x HYP
3. 1xSxr=1xx+1 Ag
4. 1xSx=z+1 3,2
5. 1 x Sx =Sz 4, Ps
6. Ixzx=x—1xSxr=>S5x 2,5
7. Vx(l x z =x) 1,6,1

Propriété 1.7 (Ps) x+ Sy=Sz+vy

Cette propriété sera fréquemment utilisée dans la suite.

Démonstration : Soit ¢(y) la formule Sz +y = = + Sy.

(1) Sz +0=Sx

(2) Sc+0=z+1
(3) Sr+0=2xz+50
(4) Sr+y=z+ Sy
(5) Sz + Sy=S(z+ Sy)
(6) Sz +Sy=S(Sx+y)
(7) Sx+ Sy=Sz+ 5SSy
(8) o(y) = ©(Sy)

(9) vy o(y)

1.3 Résumé
(P1) x #0— Jy(z = Sy)

)
)
3) x+1= Sz
)
)

II Les propriétés de ’addition

II.1 Associativité

Propriété IL1 (Bs) (z+y)+z=z+ (y+2)



Démonstration : Soit (z) la formule VaVy((z +y) + 2z =z + (y + 2)).
. (x—f—y)—&—OA:Sx—l—yA:?’m—&—(y—i—O). On a donc ¢(0).
4

e Supposons (z). On a alors (z +y) + Sz & S((x+y)+2) hap Sz + (y + 2)) = z+ Sy + 2) e
4+ (y + Sz).

Par (I), on a Vze(z).

I1.2 Commutativité

Propriété I1.2 (P;) z+y=y+=z

Démonstration : Soit ¢(y) la formule Vz(x 4+ y = y + ).
e 2+02 22042 Onadonc ©(0).
e Supposons ¢(y). On a alors x + Sy A S(z+y) hup Sy + x) A y+ Sz & Sy + x.

Par (I), on a Vyo(y).

I1.3 Régularité
Propriété I1.3 (Ps) z+z2=y+z—z=y

Démonstration : Soit ¢(z) la formule VaVy(z + z =y + 2z = x = y).
e Supposons z + 0=y + 0. On a z = y par (Az), d’ou ¢(0).
e Supposons ¢(z). Supposons z+ Sz = y+Sz. On a donc S(xz+z) = S(y+ z) par (A4). Par Paxiome
(A2), z+2z=y+ 2z Dou z =y (hyp).

Par (I), on a Vze(z).

I1.4 Résumé
(F6) (z+y)+z=a+(y+2)

[
o (Pzx+y=y+=
o (FR)z+z=y+z—ax=y

III Les propriétés de la multiplication

III.1 Distributivité
Propriété II1.1 (Py) (x +y)Xxz=axXz+yxz

Démonstration : Soit ¢(z) la formule VaVy((z + y) x z = X 2+ y X 2).

e (+y)x 02 0et zx0+yx020+0% 0. Ona donc (0).

e Supposons ¢(z). On a alors (x—i—y)szA:G (x+y)xz+ (z+y) hyp (xxz+yxz)+(x+y
(:17><z+o:)+(y><z+y)A:6:I:><Sz+y><Sz.

Par (I), on a Vzp(z).

) P6£P7

Propriété I11.2 (Py) zx (x4+y)=zXxx+2Xy

Démonstration : Soit p(y) la formule VaVz(z x (z+y) = 2 x x + 2 X y).

. z><(a:—&—())A:g'zxxetzxx—kzxoézxx—kﬂézxx.Onadonc<p(0).



e Supposons ¢(y). On a alors Sz x (z+ Sy) & z2x S(x+vy) hyp zx(x+y)+z hyp (zxz+zxy)+y i«

zxx—ﬁ—(zxy—i—y)@(zxx—f—szy.
Par (I), on a Yyp(y).

II1.2 Associativité
Propriété I11.3 (P11) (z xy) X z=2 X (y X z)

Démonstration : Soit ¢(z) la formule VaVy((x X y) X z =z X (y X 2)).
o (xxy)><0A:‘E’Oetm><(y><O)A:5x><0:0. On a donc ¢(0).
e Supposons ¢(z). On a alors (z X y) x Sz & (rxy) xz+xxy WP« (yxz)+xzxy hyp

zx(yxz+y) Zax(yx9z).
Par (I), on a Vzp(z).

I11.3 Commutativité

Propriété I11.4 (P3) 2 Xy =y X

Démonstration : Soit ¢(y) la formule Vz(x x y = y x x).
e 2x020Z%0xa. On a donc ¢(0).
hyp

e Supposons p(y). OnaalorsxxSy@xxy—i—x pL yxx—i—xg’(y—i—l)xxI;?’Syxx.
Par (I), on a Yyp(y).

IIT.4 Reésumé

(Py) (z+y)Xz=zXz4+yxz
(Pro) zx(x4+y)=zxzx+zxy
EPH) (rxy)xz=xx(yx2)

IV  Une relation d’ordre

IV.1 Une relation
Définition IV.1 (D3) z <y &ty Iz(y=x+2)

On définit bien entendu x < y par (x <y)A(r #y),x >ypary <z et x>y pary <.

IV.2 Ordre
Propriété IV.1 (P3) = <=z

Démonstration : Car 4 z + 0.
Propriété IV.2 (Py) s <yAy<z—ozx<z

Démonstration : Supposons x < y et y < z. Il existe donc a et b telsquey =x+aet z=y+0b. On en
déduit que L (x—ﬁ—a)—i—ng—l—(a—kb) donc z < z.



Lemme IV.1 (Pi5) t+y=0—-2=0Ay=0

Démonstration : Supposons x +y = 0 et y # 0. Il existe donc a tel que y 2 Sa. Mais alors o + Sa A
S(x + a) =0, ce qui contredit (A;). Donc y = 0, puis = 0 en reportant.

Corollaire IV.1 (Pg) e xy=0—2=0Vy=0

Démonstration : Supposons x X y = 0 et y # 0. 1l existe alors z tel que y B g, Onadonc0=axSr 2
x X z+ x. Par le lemme (Pi5), c X 2 =0et 2 =0.

Propriété IV.3 (Pi7) e <yAy<z—oz=y

Démonstration : Supposons x < y et y < z. Il existe donc a et b tels que y =x +a et x =y + b. On
en déduit que z o y+b P (x+a)+0b Bt (a+b). Ainsi, z +0 Loy et (a +b). Par la régularité

de l’addition (Pg), a+b =0, d’ou par (Pi5) a =b=0 et par (43) z =y.

IV.3 Ordre total
Propriété IV.4 (Pig) z <y + Sz <y

Démonstration :.

(+) Supposons Sz <y.Onazxz < Sz By + 1. Peut-on avoir Sz = 2 7 Non, car alors t +1 =z + 0,
d’ou par (Fg) 1 df 50 = 0, ce qui contredit (A1). Donc z < y.
Y

(—) Supposons z < y. Il existe a tel que y def + a. Comme l'inégalité est stricte, on a a # 0, donc

il existe b tel que a &g, Ainsi, y =2 4+ Sb % Sz 4+ b. Donc Sz < Y.
Propriété IV.5 (Pyy) z <yVy<z.

Démonstration : Soit ¢(z) la formule Vy(x <y Vy < x).

e Pour tout y, 0 < y puisque y 4s y+ 0. On a donc ¢(0).

e Supposons p(z). On a donc y < z ou x < y. Deux cas se présentent, :
Siy <z, alors y < Sz, puisque par (Ps) x < Sz.
Siz <y, alors Sz <y d’aprés (Pyg).

IV.4 Compatibilité de ’ordre avec ’addition
Propriété IV.6 (Py) z+z2<y+z+z<y

Démonstration : Supposons x + z < y + z. Par (D) il existe t # 0 tel que y + 2 =  + z + t. Par
(Ps) y = ¢+t donc = < y. Inversement, supposons = < y. Il existe t # 0 tel que y = = + ¢. De 14,
y+z=x+z+t, doncr+z<y+z.



IV.5 Reégularité de la multiplication
Propriété IV.7 (P21) 240N Xxz=yXxz—>x =y

Démonstration : Supposons x X z = y X z, oit z # 0. L’ordre étant total par (Pig), prenons par exemple

x < y. Il existe donc ¢ tel que y = x + ¢. En reportant il vient  x z = (x +t) x 2z B o xz+4txz Par
régularité de laddition (Ps), t X z = 0. Comme z # 0, on en déduit par (Pig) que t = 0, d’ou par (As),
Y= .

IV.6 Compatibilité de ordre avec la multiplication

Propriété IV.8 (Py) 240Nz X z2<yXz+r <y

Démonstration : Supposons ¢ < y et z # 0. Il existe t # 0 tel que y = x+¢. Dela, y x z = (x+t) X 2 B

xXz+txz Maist#0et z+#0, donc par (Pyg), t X z # 0. Ainsi, y X 2 > x X z.
Supposons —(z < y) ou z = 0. Le cas ot z = 0 est évident, prenons donc z # 0. On a donc y < x car

Pordre est total par (Pyg). Il existe donc ¢ tel que = y+t. Dela, xx 2z = (y+t) x 2 - yXz+txz > yxz.
Donc —(z X z < y X 2).

rT+z<ytzor<y
z#O0NTzXz=yXz—=T =Yy
20Nz X2z<yxzer<y

e 6 6 6 o o o o o o
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V Extensions de (/)

V.1 La récurrence forte

Propriété V.1 (SI) Pour toute formule o(z, ?) ot la variable x n’apparait pas liée dans @,

Va[(VE(k <z = ok, T))) = oz, )] = Yz oz, T)

Démonstration : Allégeons les notations en ne faisant pas figurer le paramétre 7. Supposons Ve[(Vk(k <
x — p(k))) = ¢(z)]. Soit ¥(x) la formule VE(k < x — ¢(k)). L’hypothese devient V(¢ (x) — ¢(z)).
e On a ¢(0) puisque ~(k < 0).
e Supposons ¥ (z). Soit k < Sz. On a donc k < z. Si k < x on a ¢(k) par 'hypothése ¢(x). Comme
P(x) — @(x), on a aussi ¥ (k) si k = x. On a donc Vk(k < Sz — ¢(k)). C’est a dire ¥(Sz).
Par (I), on en déduit Vo ¢(x). Comme x < Sz et 1(Sx), il vient p(z). Ainsi, Vr ¢(z).

V.2 Bon ordre
Propriété V.2 (WO) Pour toute formule o(x, ?) ot la variable x n’apparait pas lie dans p,

Bz ¢z, P)] = Brle(z, T) AVylely, P) =z < y))]



Démonstration : Allégeons les notations en ne faisant pas figurer le paramétre 7. Supposons =(Fz(p(z)A
Vy(e(y) = = < y))), c’est a dire YV (—p(z) V Iy(y <z A p(y)).

Supposons Vk(k < x — —¢(k)). On n’a donc pas Fk(k < 2A—¢(k)). Donc, on a ~p(z). Par le théoréme
de récurrence forte, on a donc Va(—¢(x)), ou encore =(3z ¢(x)). D’ou le résultat par contraposition.

VI La relation « divise »

VI.1 Divisibilité

Définition VI.1 (D3) z|y ety Fz(y =x X 2)
Propriété VI.1 (Po3) zaxy=1—-az=1Ay=1

Démonstration : Supposons z > 1V y > 1. Par exemple, x > 1. Siy =0,z xy=0# 1. Siy # 0,
xXxy>1xy=y>1 Doncx xy# 1. Par contraposition on a le résultat.

V1.2 Ordre
Propriété V1.2 (Py,) x|z

Démonstration : Car z =2 x 1
Propriété VI.3 (Pa5) zly Aylz — x|z

Démonstration : Supposons z|y et y|z. Il existe donc a et b tels que y =z X a et z =y x b. On a donc
z=yxb=(rxa)xb=2xx (axb). Ainsi, z|z.

Propriété V1.4 (P) zlyAylr >z =1y

Démonstration : Supposons z|y et y|z. Il existe donc a et b tels que y = 2 X a et © = y X b. On a donc
x=yxb=(xxa)xb=uxx (axb). deux cas se présentent.
e Siz=0,alors y=xxa=0doncy=u=x.
e Sinon, de z = = X (a x b) on déduit 1 = a x b par régularité de la multiplication. Donc a = b =1
et x =y.

Propriété V1.5 (Pe7) zlyAy#0—2x <y

Démonstration : Supposons z|y et y # 0. Il existe a tel que y = 2 x a. Comme y # 0, a # 0 donc a > 1.
Ainsi, y=xxa>xx1=uz.

Définition VL2 (D;) 3% 52 et 4 53

Propriété VI.6 2 x2=4

Démonstration : 2x2=2x51=2x14+2=24+2=2+51=5(2+1)=53=4



Propriété VI.7 (Pg) JxIy(z fy Ay fz)

Démonstration : Posons 3 = .52. On a 2 < 3 et 3 # 0 donc 3 f2. Supposons que 2 x a = 3. On a alors
2xa<2x2donca<2 Mais2x0=0#3et2x1=2%#3.Donc?2 }3.

VI.3 Division euclidienne

Propriété VI.8 (Py) y#0— Jz(x < z X y)
Démonstration : Supposons y # 0. Alors (z+ 1) xy=xxXy+y>x xy >z
Propriété VL9 (P3) y#0— g(gxy<zAz<(9g+1) Xy)

Démonstration :

e Soit ¢(z) la formule z x y > z. La proposition précédente prouve 3z ¢(z). Par la propriété de bon
ordre, 3z(p(z) AVt(p(t) = z < t)). Un tel z vérifie z > 0 puisque z x y > z. Il existe donc ¢ tel
que z = Sq. Comme g < z,onn'apas ¢gXxy >z, doncgxy<z. Etz<zxy=(¢+1)xuy.

e Supposons maintenant qu’il existe g et ¢’ vérifiant la propriété. On a g x y < x < (¢’ +1) x y donc
gxy<(¢d+1)xy. Commey #0,il vient ¢ < ¢+ 1, dot Sq=qg+1<¢ +1 puis ¢ < ¢'. De
méme, ¢’ < g, donc q = ¢'.

Propriété VI.10 (P51) y#0—Jl¢gdr(z =gxy+rAr <y)

Démonstration :

e Soit g tel que g xy < x < (¢+ 1) xy. Comme g xy < x, on axz =g xy+ r. Mais alors
gxy+r<(g+1l)xy=gxy+ydour<y.

e Supposons 'existence de q,¢', 7,7’ telsque zr =gxy+r=q xy+7r',r <y et r <y. Supposons
par exemple ¢ < ¢'. Il existe donc z tel que ¢ = g + 2. En reportant, il vient ¢ X y +r =
¢ xXy+1 =(q+z2)xy+1r =qgxy—+zxy+r. Parrégularité de 'addition, r = z x y + r'. Mais
zxy<zxy+r =r<y, donczxy<y.z>1n’est pas acceptable, donc z = 0, donc ¢’ = q.
En reportant, il vient 7’ = r.

VI.4 Nombres premiers

Définition VI.3 (Ds) P(p) <5 p £ 1AVavb(p=axb—a=1Vb=1)

Propriété VI.11 (Ps3) = > 1 — Ip(P(p) A p|z)

Démonstration : Soit ¢(x) la formule x > 1 — 3p(P(p) A p|z). Supposons Vk(k < z — ¢(k)). Trois cas
se présentent.
e Onax =0ouz=1. Alors on a trivialement ¢(z).
e Ona x> 1et P(x). Alors on a ¢(z).
e Onaxz>1et =P(x). Il existe donc a et b tels que x =a x bet a > 1 et b > 1. Facilement, a <
donc, par 'hypothése faite, on a ¢(a). Puisque a > 1, il existe p tel que P(p) et pla. Comme a|z,
il vient p|z. D’ou ¢(z).
Par le principe d’induction forte, on a Va ¢(z).

Propriété VI.12 (Ps3) Ip(P(p) Az < p)

On atteint ici les limites de notre systéme formel. Cette proposition ne peut pas étre prouvée sans
faire appel a des modéles du systéme. Une preuve classique de cette propriété fait intervenir (z +1)! 4 1.
Mais notre systéme formel ne permet pas de définir des fonctions par induction. La factorielle ne peut
pas étre construite.



Résumé

1)
9)Se=Sy—ax=y
3)z+0==x
1)+ Sy=38(x+y)
5).13><O—0

A
A
A
A
A
Ag)zx Sy=zxy+uzx

*
*
* (
* (
*
*
* (

Va(p(x))

x #0— Jy(z = Sy)

8

O+x=zx
Oxax=0
r+1==85x

rxl=zetlxz==x
x+Sy=5Sx+y
(2+y)+2=a+(y+2)
r+y=y+x
rt+z=yt+z—or=1yY
(x4+y)Xz=xXxz+yXz
zx(x+y)=zxz+zxy
(rxy)xz=xx(yx2)
TXY=yXzx
<z
c<yANy<z—=x<z2
z4+y=0—=2=0Ay=0
rXy=0—-2z=0vVy=0
r<yhNys<z—>zx=y
r<y+Sr<y
z<yVy<zx
rT+z<ytzeor<y
z#O0NrzXz=yXz—=T =Yy
20Nz X2<yxzer<y
rxy=1—=c=1Ny=1
x|z
x|y Aylz = x|z
zlyANylr >z =y
lyhy#0—z<y
Jey(z fy ANy fx)
y#0—=3z(r<zxy)
y#0—=3glgxy<zAz<(¢g+1)xy)
y#0 =3 Br(z=gxy+rAr<y)
z>1— 3p(P(p) Aplz)
Ip(P(p) ANz <p)
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I) Pour toute formule ¢ ot la variable x n’apparait pas liée dans ¢, ¢(0) AVz(p(r) = ¢(Sz)) —
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