Arcs paramétrés

Marc Lorenzi

18 février 2022






Table des matiéres

[1.1.1  Arc paramétrée| . . . ... ... ... ... ... ......
[1.1.2 Changement de paramétrage| . . . ... ... .......
[[.1.3 Arcs géométriques| . . . . . . . . v v v i

T2

Points réguliers, biréguliers, etc|. . . . . . . ... ...

[1.2.1  k-régularité] . . . . . ... . o
[1.2.2  Tangente en un point régulier| . . . . . . . ... ... ...
[[.2.3 Tes arcs au voisinage d un point d-régulier]. . . . . . . . .

[[24  Points Stationnaired . - . « o v v v oo v e

ongueur

21 Rectifiabilitd . . . ... ... ... ..o

[2.1.1 Notion de longueur|{. . . . . . .. .. ... ... ......

[2.1.4  Indépendance du paramétrage] . . . ... ... ... ...

P2

Abscisses curvilignes| . . . . ... 0oL

[2.2.1 Notion d’abscisse curviligne| . . . . . .. ... ... ....
[2.2.2  Paramétrage pars| . . . . .. ...

p3

Calculs pratiques| . . . . . .. ... oo

[2.3.1 Calcul de 'abscisse curvilignel . . . . . ... ... ... ..

[2.3.3 Arcs en coordonnées polaires| . . . . ... ... ... ...

uelques calculs d'abSclsses curvi ignes ...............

[2.4.5 La spirale d’Archimede] . . . . . . ... ... ... ....
[2.4.6  La spirale logarithmique| . . . . . . . . ... ... ...
[2.4.7 Lacycloidel . . . .. ... . oo
248 T’helice arculaire droite . . . . . . . ...

[3.1.1  Repére de Frénet| . . . . . . ... ...

OO OO0 Utoutut



TABLE DES MATIERES

8.1.3  Calculs pratiques| . . . . .. ... ... ... 000, 30

3.2 uelques exemples| . . . . ..o 32
3.2.1 ellipsel . . . . . .. 32
8.2.2 Laparabolel . . . . .. ... oo 32
B23 Tacardioide . ... ... ... .. ... ... . ... ... 33

8.3  Rayon de courbure| . . . . . ..o oo 33
13.3.1  Position du support par rapport a un cerclel . . . . . . .. 33
13.3.2 Développéel . . . . . ... ... o oL 35
13.3.3  Quelques exemples| . . . .. ... .. ... .. 35
13.3.4  Développantes| . . . ... ... ... ... ... ... ... 35

3.4 Paramétrage par 'angle polairel . . . . . . . ... ... 35
B.4.1 Le théoréme de reléevement! . . . . . . ... .. ... ... 35
[3.4.2  Un nouveau parametre|. . . . . . ... ... ... ..... 36
3.4.3 uelques formules utiles| . . . . . .. ..o 36
4__La dimension 3l 37
4.1 _Courbure et torsion en dimension 3. . . . . . .. ... ... ... 37
411 Courburel . . ... .. ... .. .. ... ... 37
EI2TOISIonl « e e e e e 37
4.1.3  Calculs pratiques| . . . . . ... .. ... o L. 39
414 Unexemple . . . . ... .o oo oo o 40

4.2 Courbures en dimension quelconque| . . . . . .. ... ... ... 41




Chapitre 1

Etude affine des arcs

Dans tout le chapitre, d est un entier naturel supérieur ou égal & 2. I, J désignent
des intervalles de R.

1.1 Notion d’arc

1.1.1 Arc paramétré

Définition 1. Un arc paramétré est une fonction continue f : I — R%. Le
support de Varc f est f(I) CR™.

Un arc n’est donc qu'une une fonction continue. Trés fréquemment, cette fonc-
tion posséde une régularité supplémentaire. Nous parlerons ainsi d’arc de classe
C*. Sans précision supplémentaire, nous aurons dans ce qui suit & € NU {+oc}.

1.1.2 Changement de paramétrage

Définition 2. Un changement de paramétrage de classe C* est une bijection
@ : I — J de classe C* ainsi que sa réciproque.

1

Si k = 0, la continuité de ¢ entraine celle de p='. Si k > 1, ¢! est de classe C*

si et seulement si ¢’ ne s’annule pas.

Soit f : I — R™ un arc de classe C*. Soit ¢ : I — J un changement de
paramétrage, lui aussi de classe C*. La fonction g = fop~! est un arc J — R?
de classe C* de méme support que f.

Nous allons mettre en place un certain nombre de conventions qui nous per-
mettrons d’alléger nos calculs. Notons ¢ un élément « générique » de I et u un
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élément « générique » de J. Convenons que si dans une méme expression appa-

rdaissent les lettres ¢ et u, alors u = ¢(t). Allons plus loin. Notons 2% = ¢/ (t) et
¢

&= (o~1)(u). Nous avons, avec nos conventions,

L~ e e )

Dans le méme genre, en notant ‘;—{ = f'(t) et g—g = g'(u),

df d(g o)
dt dt
= J(pt)¢'(t)
= ¢(w)¢'(t)
dg du
du dt

Sautons le pas. Si deux arcs se déduisent 'un de 'autre par un changement de
p P g

paramétrage, nous les noterons de la méme maniére. C’est le nom du parameétre
qui permettra de savoir de quel arc nous parlons. Avec les notations ci-dessus,

) i - : df
g est arc {; « paramétré par u ». Nous noterons ainsi f(u) au lieu de g(u), 7~
au lieu de 42, etc. Ceci permet par exemple d’écrire

du’

dr _ df du
dt  du dt

1.1.3 Arcs géométriques

Deux arcs se déduisant 'un de 'autre par un changement de paramétrage re-
présentent au fond la méme « courbe ». Soient f et g deux arcs paramétrés de
classe C*.

Définition 3. Soient f et g deux arcs de classe C*. L’arc g se déduit de I’arc
f par changement de paramétrage de classe C* ’il existe un changement de
paramétrage ¢ de classe C* tel que f = g o . Nous noterons alors f ~ g.

Pour k fixé, notons Pj I'ensemble des arcs paramétrés de classe C*.
Py = JCF(I,RY)
I

ou I décrit ’ensemble des intervalles de R contenant au moins deux points.
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Proposition 1. La relation ~ est une relation d’équivalence sur ’ensemble
Py.

Démonstration.

e Soit f: I — R% un arc de classe C*. Alors, f se déduit de f par id;.

e Si g se déduit de f par le changement de paramétrage ¢, alors f se déduit
de g par ¢~ !. C’est pour garantir la symétrie de la relation ~ que nous
imposons aux changements de paramétrage d’avoir une réciproque de
classe C*.

e Si g se déduit de f par le changement de parameétrage ¢ et h se déduit de
g par le changement de paramétrage v, alors h se déduit de f par ¥ o .

O

Définition 4. Notons G, = P;,/ ~. Un arc géométrique de classe C* est un
élément de Gy.

Soit P une propriété des arcs paramétrés. Supposons que si f et g sont deux
arcs CF tels que f ~ g, on a P(f) si et seulement si P(g). On peut dans ce cas
voir la propriété P comme une propriété des arcs géométriques. Nous dirons que
P est une propriété géométrique des arcs. Nous parlerons de méme de quantités
géométriques. Nous en avons déja vu un exemple.

Proposition 2. Le support d’un arc est une quantité géométrique.

1.2 Points réguliers, biréguliers, etc.

1.2.1 k-régularité

Définition 5. Soit f: 1 — R¢ un arc de classe C*, ou k > 1. Soit ¢ € I. L’arc
f est k-régulier en t lorsque la famille (f/(t),..., f*)(t)) est libre.

Un arc régulier est un arc 1-régulier, un arc birégulier est un arc 2-régulier, etc.

Remarquons que si f est k-régulier en ¢, alors pour tout j € [1,k], f est aussi
j-régulier en t. En effet, toute sous-famille d’une famille libre est libre. De plus,
si f est un arc de l'espace R, f est au plus d-régulier, puisque toute famille
libre de vecteurs de R¢ est de cardinal inférieur ou égal a d.

Proposition 3. La k-régularité est une propriété géométrique.
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Démonstration. Soient f: I — R% et g : J — R? deux arcs de classe C*.
Supposons que f = go ot ¢ : I — J est un changement de paramétrage C*.
Appelons t et u les éléments génériques de I et J.

Commencgons par montrer par récurrence sur j que pour tout j € [1, k],

dg G df
dwr 2

i=1

N . . J
ot les ; sont des fonctions de ¢ (ou de u, avec nos conventions) et a; = (C(l%) .

e Tout d’abord,
dg _ dt df
du  dudt

e Soit j € [1,k — 1]. Supposons la propriété vérifiée pour j. On a donc

dg K df
ot = 2% g

=1

ol o = (5—) En dérivant par rapport a u, on obtient
- & (Z . ‘2:1{ z - 2;)

I At dt ) dtt " du dt dt
J+1 dif

= Zﬁl i

B dt ity zj:dt(_ +dai>dif+dtda1df

ol
8 dt dt\’
==
AR du
Les vecteurs de la famille (%) i sont donc combinaisons linaires de ceux
1<j

de la famille (%) . Par ailleurs, % # 0. Une récurrence facile montre que
1<j<k

. i .. ..
les vecteurs de la famille (%) sont combinaisons linaires de ceux de la
1<j<k
. j .. . R . R
famille (%) . Ainsi, les deux familles ont méme cardinal et méme rang.
T 1<i<k

L’une est libre si et seulement si autre est libre. O
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1.2.2 Tangente en un point régulier

Soit f : I — R% un arc C'. Soit ¢t € I. Supposons f régulier en t. Donnons-nous
un réel h assez petit pour que t + h € I. La formule de Taylor-Young donne

f(t+h) = f(t) + hf'(t) + o(h)

Notons u = f’(t). Par la régularité de f en ¢, le vecteur u n’est pas nul. Consi-
dérons une base (u,ws, ..., wy) de R? dont le premier vecteur est u. La quantité
o(h) est un vecteur de R? que I'on peut mettre sous la forme

Ainsi,
d
flt+h) = f(t) + (h+o(h))u+ > o(h)w;
j=2

Notons A = f(t) et M = f(t + h). On a, par 'égalité ci-dessus,

o

AM = hu+ o(h) ~ hu
En particulier, pour tout h non nul assez petit, AM = 0. Un vecteur directeur
de la droite (AM) est

1-—

et cette quantité tend vers u lorsque h tend vers 0. Ainsi, le support de f posséde
une tangente au point A, qui est la droite dirigée par f'(t).

Dans le cas ou d = 2, il est facile d’obtenir une équation cartésienne de cette
tangente. Notons f(t) = (z(t),y(t)). Un point (X,Y) est sur la tangente si et
seulement si

1.2.3 Les arcs au voisinage d’un point d-régulier
Soit f : I — R? un arc C%. Soit t € I. Supposons f d-régulier en t. Notons
pour j € [1,d], u; = fU)(t). La famille B = (uy, ..., uq) est une base de R?.

Donnons-nous un réel h assez petit pour que t + h € I. La formule de Taylor-
Young donne

d pj
f(t+h) = f(t)+ Z %u] + o(h%)

La quantité o(h?) est un vecteur de R? que I'on peut mettre sous la forme

o(h)u;

d
=1

J
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Ainsi,
flt+h) = +Z< +ohd)
j=1

Notons A = f(t) et M = f(t+ h). Le développement limité ci-dessus donne un
équivalent des coordonnées du vecteur AM dans la base B.

1.2.4 Points stationnaires

Soit f : I — R?% un arc paramétré de classe C*, ott k > 1. Soit ¢ € I. Le point
M = f(t) du support de f est stationnaire lorsque f’(t) = 0, c’est & dire lorsqu’il
n’est pas régulier. Rappelons que la régularité est une propriété géométrique.
La stationnarité est donc aussi une propriété géométrique.

Nous nous proposons d’étudier le support de ’arc f au voisinage d’un point de
paramétre ¢ € I. Nous allons faire sur f les deux hypothéses suivantes

e Il existe un entier 1 < p < k tel que f(p)(t) #0.
e Il existe un entier p < g < k tel que la famille () (t), f(@(t)) soit libre.

Nous prendrons les deux entiers p et ¢ minimaux. Dit autrement,

o fl(t)=...=f D) =0.

° (p)(t) # 0.

o fHD() ..., fl4=D(¢) sont des vecteurs colinéaires a fP)(t).
e La famille (f®)(t), f(@(t)) est libre.

Posons u = %f(p)(t) et v= %f@(t)-

Soit h € R tel que t + h € I. Un développement limité de f en ¢ & Uordre ¢
donne

F(t+h) )+ Z h’“f(’“) ) + o(h%)

f(t)+ (hp +o(hP))u + (b7 + o(h?))v + o(hT)w

ot le vecteur w est tel que la famille (u,v,w) est libre. De la,
fE+h)— f(t) = (AP + o(h*))u + (h? + o(h9))v + o(hY)w

Pour tout h # 0 suffisamment petit, une division par h? donne

FEEN = 4 o(1))u+ o(h) —s u

A =
hp h—0

Le vecteur A est un vecteur directeur de la droite passant par f(t) et f(¢t + h).
Ainsi, le support de f posséde une tangente au point f(t), dirigée par le vecteur
u. Déterminons maintenant la position du support par rapport a cette tangente.
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Considérons une base B = Uy = U,Uy =,0V,U3,...,UqJ de Rd dont les deux
) s Uy U3, )
premiers vecteurs sont u et v. On a

d

fE+h)=f(t)+ auy + Bus + Zo(hq)u;C

k=3
ol a = hP 4 o(hP) et B = h?+ o(h9).
Pour A > 0 suffisamment petit, « > 0 et S > 0.
Lorsque h < 0, 4 cas sont & considérer.

e p est impair et ¢ est pair. Pour h < 0 assez petit, @ < 0 et § > 0. Le
support de f est localement du coté du vecteur v. Ceci arrive par exemple
lorsque p =1 et ¢ = 2, c’est a dire lorsqu’on a un point birégulier.

e p est impair et g est impair. Pour h < 0 assez petit, « < 0 et 5 < 0. Le
support de f change de coté au passage en f(t). On a un point d’inflexion.

e p est pair et g est impair. Pour h < 0 assez petit, « > 0 et § < 0.
Le support de f reste localement du méme c6té du vecteur v mais passe
d’un coté de u a ’autre co6té. On a un point de rebroussement de premiére
espece.

e p est pair et g est pair. Pour A < 0 assez petit, @« > 0 et 8 > 0. Le support
de f reste localement du méme codté du vecteur v et du vecteur u. On a
un point de rebroussement de deuxiéme espéce.
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Chapitre 2

Longueur

2.1 Rectifiabilité

2.1.1 Notion de longueur

Soit f : I — R un arc paramétré. Soient a,b € I tels que a < b. A chaque
subdivision ¢ = (;)o<i<n de [a,b], on associe la quantité

L(fabo) = 3 1 (ten) — F()]
1=0

Proposition 4. Soient o1 et oo deux subdivisions du segment [a,b]. On
suppose que [o1] C [o2]. Alors,

L(fa a, b7 Ul) S L(fu a, b7 02)

Démonstration. Supposons d’abord que le support de o5 contient un un seul
point de plus, u, que celui de o1. Il existe deux points successifs ¢,t’ de o7 tels
que t,u,t’ soient successifs dans 5. On a alors

L(f,a,b,02) = L(f,a,b,01) +[/f(u) — f(1)]
HILFE) = F@)l = 1£) = fw)]
Z L(f7a7b701)

On termine par une récurrence immeédiate sur le cardinal de [o3] — [01]. O

Les quantités L(f,a,b,o) deviennent ainsi de plus en plus grandes lorsqu’on
rajoute des points aux subdivisions.

13
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Définition 6. Soit f : I — R? un arc paramétré. Soient a,b € I tels que
a < b. La longueur de f sur [a,b] est

L(f,a,b) = sup{L(f,a,b,0) : 0 € 5([a,b])} € Ry U {400}

L’arc f est rectifiable sur [a,b] si L(f,a,b) est fini.

L’arc f est localement rectifiable sur I si pour tous a,b € I tels que a < b, f est
rectifiable sur [a,b]. La longueur de f sur I est alors

L(f,I) = sup{L(f,a,b) : a,b € I,a < b}

Si cette longueur est finie, arc f est rectifiable sur I.

Faisons deux conventions.

e Pour tout a € I, f est rectifiable sur le singleton {a}, et L(f,a,a) = 0.
e Pour tous a,b € I tels que a < b, L(f,b,a) = —L(f,a,b).

Proposition 5. f: 1 — R? un arc paramétré. Soient a,c,b € I tels que
a<c<b.

o L(f,a,¢)+ L(f,c,b) = L(f,a,b).
o f est rectifiable sur [a,b] si et seulement si f est rectifiable sur [a, c|
et [c,b].

Démonstration. Si deux des trois réels a,b,c sont égaux, la propriété est
évidente. Supposons donc a < ¢ < b. Montrons tout d’abord le premier point.
Dans I’égalité & montrer, on convient évidemment que pour tout z € RU{+oc},
+00 + x = +o00.

Soient o7 une subdivision de [a, ¢] et oo une subdivision de [c, b]. 01 Uoy est une
subdivision de [a, b], et on a facilement

L(fva'ac70'1) —‘rL(f,C,b,O’g) = L(f7aab701 UUQ) S L(fvavb)

De 1a,
L(fa a, ¢, 01) S L(faaab) - L(fa & bv 02)

On en déduit que
L(f,a,c) S L(faavb) - L(fv ¢, b»UZ)

Si L(f,a,c) = 400, 'inégalité ci-dessus prouve que L(f, a,b) = 4+o00. L’égalité a
montrer est alors évidente. Sinon, pour toute subdivision o4 de [c, b],

L(f,e,b,00) < L(f,a,b) — L(f,a,c)

et donc

L(f,C,b) S L(faaab) - L(f7a7c)
d’ou

L(f7a7c) +L(f,C,b) < L(faaab)
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Inversement, soit o une subdivision de [a, b]. Soit ¢’ la subdivision obtenue en
rajoutant éventuellement le point ¢ & o. De fagon plus formelle,

o =<[o]U{c} >
On a alors ¢/ = g1 Uog ot 01 € S([a, ]) et o2 € S([c,b]), et
L(f,a,b,0) < L(f,a,b,0") = L(f,a,c,01) + L(f, ¢, b, 02)
d’ou
L(f,a,b,0) < L(f,a,c)+ L(f,¢,b)

On en déduit que
L(f,a,b) < L(f,a,c) + L(f,c,b)

Montrons maintenant le second point.

e Supposons L(f,a,b) < +o0o. On a donc L(f,a,c)+ L(f, ¢, b) < +oo, d’ou
L(f,a,c) < +o00 et L(f,¢,b) < +oo.

e Inversement, si L(f,a,c) < 400 et L(f,c,b) < 400, alors L(f,a,b) =
L(f,a,c¢)+ L(f, ¢,b) < +oo.

O

Remarque. Avec les conventions que nous avons faites, 1'égalitée L(f,a,b) =
L(f,a,c) + L(f,c,b) est vraie pour tous a,b,c € I, sauf dans les cas d’indéter-
mination du type oo — oo. Par exemple, si a < b < c et L(f,b,¢c) = 400, alors
on a aussi L(f,a,c) = +00. Cela ne permet évidemment pas de conclure quant
a la valeur de L(f,a,b), qui peut étre finie ou infinie.

Proposition 6. Soit f : I — R?% un arc localement rectifiable. Soient
a,be I. Alors, L(f,a,b) =0 si et seulement si f est constante sur [a, b].

Démonstration. Prenons le cas oil a < b.

Supposons f constante sur [a,b]. Alors, pour toute subdivision o de [a, )], on a
L(f,a,b,0) =0, d’ou L(f,a,b) = 0.
Inversement, supposons L(f,a,b) = 0. Soit ¢ €]a,b]. Soit ¢ = (a,t) € S([a,t]).
On a

0=L(f,a,t,0) = |[f(t) = fla)l < L(f,a,t) < L(f,a,b) =0
Ainsi, f(t) = f(a). O

2.1.2 Un arc non rectifiable

Soit f : [0,1] — R? définie par f(t) = (¢,v(t)) ot ¢ : [0,1] — R est définie

comme suit.

o (0) = 0.
n+1
e Pour tout entier n > 1, ¢(1) = (7171 -
11

e Pour tout n > 1, 4 est affine sur I'intervalle [, ...
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Soit n > 1. Considérons la subdivision de [0, 1]

1 1
on = (tk)o<k<n = (0 — 71>

’E7n_1’.-.
On a donc tg = 0 et pour tout k € [1,n], t; = r}_k De 13,

17) = o) = 5

et pour tout k € [1,n — 1],

_\n—k+1 _1yn—k \ 2
) - F0F = 5+ (S - )

S 1
T (n—k)?
Ainsi,
n—1 1 n—1 1
> = — A~
L(f’0’170n)_§n—k kZ:lk Inn

Les quantités L(f,0,1,0,) ne sont pas majorées, et donc 'arc f n’est pas rec-
tifiable. Ainsi,

Proposition 7. Il existe des arcs C' non rectifiables.

En revanche, les arcs C! sont localement rectifiables.

2.1.3 Arcs C!

Proposition 8. Soit f: I — R un arc paramétré de classe C*. Alors f
est localement rectifiable sur I. Pour tous a,b € I, on a

L(f.a.b) = / TR
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Démonstration. Si a = b, c’est évident. Avec les conventions faites, il suffit
de considérer le cas ot a < b. Soit 0 = (tx)o<k<n € S([a,d]). On a

Lfabo) = 3 f () — £t
k=0

SI[ rod

k=0

n—1 tht1 )

> [ ol
k=0 "tk

b
- / 1F @) de

On vient d’établir une inégalité ainsi que la rectifiabilité de f sur [a, b]. De plus,

IN

b

L) < [ 5 de

Soit ¢ : [a,b] — R définie pour tout t € [a, b] par
o(t) = L(f,a,t)
Soient t € [a,b[ et h > 0 suffisamment petit pour que t + h € [a,b]. On a
p(t+h) = L(f,a,t +h) = L(f,a,t) + L(f, 1, + h)
d’ou
t+h
pt+m - [ IF Ol d
t

d’aprés le sens direct.

De plus, en considérant la subdivision o = (¢,t+ h) de Uintervalle [t, ¢+ h], on a

[f(E+h) = FONI < L(f, 8,6+ h) = @t + ) — o(t)

Ainsi, en divisant par h (on rappelle que h > 0) :

Hf(t+h})L— f(t>H < ap(t+h}1—so(t) < }11/:% /()] dt

Le minorant tend vers || f/(¢)|| lorsque h tend vers 0. Le majorant aussi, en vertu
de la continuité de || f/|| (inégalité de la moyenne). Ainsi, ¢ est dérivable a droite
en t, et

walt) = lF (D)l

Il en est de méme a gauche de t. On conclut donc

b b
L(f,a,b) = o(b) = p(b) — pla) = / o (t) dt = / o
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2.1.4 Indépendance du paramétrage

La notion de longueur est géométrique, elle ne dépend pas du paramétrage
choisi.

Proposition 9. Soit f: I — R? un arc paramétré. Soit ¢ : I — J un
changement de paramétrage. Soit g : J — R défini par f = g o . Soient
a,b e I tels que a < b. Soit ¢ = ¢(a) et d = @(b).

L’arc f est rectifiable sur [a,b] si et seulement si l'arc g est rectifiable sur
[e,d] et on a

L(f,a,b) = L(g,c,d)

Démonstration. Supposons f rectifiable sur [a,b]. Soit 0’ = (¢} )o<k<n €
S([e,d]). L’application ¢ étant bijective et strictement croissante, on a pour
tout k € [0,n], t}, = ¢(tx) ot 0 = (tx)o<k<n € S([a,b]). On a alors

L(g,C7 d7 OJ) = Z Hg thrl ((p(tk))”

S F(teen) — (0]
k=0

L(f.a,b,0)
L(f,a,b)

IN

L’arc g est donc rectifiable sur [e,d] et L(g,c,d) < L(f,a,b).

Soit ¢ > 0. Choisissons une subdivision ¢ = (tx)o<k<n € S([a,d]) telle que
L(f,a,b,0) > L(f,a,b) —e. Soit ¢’ = (¢(tx))o<k<n € S([c,d]). Le calcul précé-
dent montre que

L(f,a,b) —e < L(f,a,b,0) = L(g,¢,d,0’) < L(g,¢,d)
Ceci étant vrai pour tout € > 0, il en résulte

L(f’a7b) S L(g7c7d)

-1

Si l'on suppose g rectifiable, le méme raisonnement avec ¢~ " a la place de ¢

montre que f est rectifiable sur [a,b]. O

Remarque. Pour des arcs de classe C!, une démonstration plus directe est
possible. Tout d’abord, la rectifiabilité est acquise a priori. De plus,

L(f.0,b) = /||f (1)) dt = /||g DI (1) dt = /||g )| du

en posant u = @(t). D’ou L(f,a,b) = L(g,c,d).
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2.2 Abscisses curvilignes

2.2.1 Notion d’abscisse curviligne

Définition 7. Soit f : I — R? un arc localement rectifiable. On appelle
abscisse curviligne le long de f toute fonction ¢ : I — R continue vérifiant
pour tous t,t’ € I tels que t </,

lo(t)) = ()] = L(f,£,t)

Proposition 10. Soit f : I — R? un arc localement rectifiable. Soit
a € I. La fonction ¢ : I — R définie pour tout t € I par

<P(t) = L(f’ a, t)

est une abscisse curviligne le long de f.

Démonstration. Soient t,#' € I. On a

L(f,a,t) + L(f,t,t') = L(f,a,t)

et donc
o(t') = p(t) = L(f,t,t))
Dela, sit <t/
lo(t') — @(t)] = IL(f,t,¥)] = L(f,t,1)
Il reste a prouver que ¢ est continue sur I. Soit ¢ € I. Supposons que ¢ n’est pas

la borne supérieure de I. Tout d’abord, ¢ est croissante, donc ¢ a une limite &
droite en t. Appelons ¢ cette limite. Par la croissance de ¢,

p(t) <t
Montrons l'inégalité inverse. Soit b un élément de I tel que t < b. Soit o =
(tr)o<k<n une subdivision de [¢,b]. Soit u €]¢,¢1[. Soit o’ = (¢, u,t1,...,tn) €

S([t,b]). Soit ¢” = (u,t1,...,tn) € S([u,b]). On a

L(f,t;b,0) < L(f,t,b,0") = ||f(u) = f(®)l + L(f, u, b,07)
1f(uw) = F@I + L(f,u, )
1f(w) = F@OI + ¢ (0) = p(u)

IN

Lorsque u tend vers ¢, f(u) tend vers f(t) car f est continue en t. De plus, ¢(u)
tend vers £. On a donc pour toute subdivision o de [t, b],

L(fat7b70-) < @(b) —!

De 1a,
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c’est a dire
p(b) = p(t) < p(b) — ¢
ou encore (t) > ¢. Ainsi,
p(t) =¢

et donc ¢ est continue a droite en ¢. De méme, si ¢t n’est pas la borne inférieure
de I, une démonstration analogue montre que ¢ est continue a gauche en t. [J

Proposition 11. Soit ¢ une abscisse curviligne le long de ’arc localement
rectifiable f : I — R Pour tout k € R et tout ¢ € {—1,1}, k + e est
aussi une abscisse curviligne le long de f.

Démonstration. Posons 1 = k + ep. Pour tous t,t' € I,

d’ou le résultat. [

Il reste & se demander si d’autres fonctions que celles-ci peuvent étre des abscisses
curvilignes. La réponse est non.

Proposition 12. Soit f : I — R? un arc localement rectifiable. Soient
p: I — Retp: I — R deur abscisses curvilignes le long de f. Alors il
existe un réel k et un réel e € {—1,1} tels que pour tout t € I,

p(t) =k +ep(t)

Démonstration. Si ¢ est constante, alors f est constante, donc 1 aussi, d’ou
le résultat. Supposons donc ¢ non constante. Soit a € I. Notons

I'={tel:e(t)#p(a)}

Soit A : I’ — {—1,1} définie pour tout ¢ € I’ par

Supposons un instant qu’il existe ¢',¢t"” € I’ tels que A(t') # A(t”). On a donc
par exemple A(t') =1 et A(t”) = —1. De la,

() = ¢(a) + o(t') — pla)
P(t") = P(a) — (") + ¢(a)

Il en résulte
Y(t') = (") = et )p(t") — 2¢(a)

Comme ¢ et 1 sont deux abscisses curvilignes le long de f, on a

(W) = (") = lo(t)) = o(t")]
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Ainsi,
(') — (") = lo(t') — ¢(a) + ¢(t") — ¢(a)|

Les deux nombres dans les valeurs absolues sont donc égaux ou opposés. Deux
cas a considérer.

o S’ils sont égaux, alors (") = ¢(a), c’est impossible car ¢ € I'.
e S’ils sont opposeés, alors p(t') = p(a), c’est également impossible.

En conclusion, A est constante sur I’. Il existe ¢ € {—1,1} tel que pour tout
tel, A(t) =¢, cest a dire

(1) — b(a) = ep(t) — cpla)
En posant k = t)(a) — £¢(a), on a donc pour tout ¢ € I’
(1) = b+ ep(t)
On termine en remarquant que si t € I'\ I’, alors ¢(t) = ¢(a) et donc
k+e(t) = (a) — cp(a) + ep(a) = 1(a)

De plus,
P(t) —(a)] = [o(t) — ¢(a)| =0
et don ¢ (t) = ¢ (a). Ainsi,

O

2.2.2 Paramétrage par s

Soit f : I — R? un arc localement rectifiable de classe C*. Soit ¢ une abscisse
curviligne le long de f. Nous avons vu plus haut que ¢ est continue. La fonction
¢ est donc une surjection continue de I sur 'intervalle J = ¢(i). La question
qui se pose est la suivante : a quelle condition sur f la fonction ¢ est-elle un
changement de paramétrage de classe C¥ ? Commencons par le cas k = 0.

Proposition 13. Soit f : I — R? un arc rectifiable de classe C°. Soit
une abscisse curviligne le long de f. On a équivalence entre

e [ nlest constante sur aucun segment non trivial inclus dans I.
e ¢ est un changement de paramétrage de classe CP.

Démonstration. Supposons que f est constante sur [a,b] C I, ot a < b. On a
alors |¢(b) —¢(a)] = L(f,a,b) = 0. De 14, p(a) = ¢(b), donc ¢ n’est pas injectif.
Ce n’est donc pas un changement de paramétrage.

Supposons que f n’est constante sur aucun segment non trivial inclus dans I.
Soient a,b € I tels que a # b, par exemple a < b. On a

lp(b) — w(a)] = L(f,a,b) > 0
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et donc ¢(a) # ¢(b). Ainsi, ¢ est injectif. ¢ est donc une bijection continue de
I sur J = ¢(I). La fonction ¢! est automatiquement continue, ¢ est donc un
changement de paramétrage. [J

Passons au cas k > 1.

Proposition 14. Soit k > 1. Soit f : I — Re un arc de classe C*. Soit
@ une abscisse curviligne le long de f. On a équivalence entre

o f est un arc régulier.
e ¢ est un changement de paramétrage de classe C*.

Démonstration. Soit a € I. Il existe kK € R et e € {—1, 1} tels que pour tout
tel,

t
o) =kt [ 17
a
La fonction ¢ est donc dérivable sur I, et
o =c|fl
Supposons que f est régulier. Comme f’ ne s’annule pas, ¢’ est de classe C¥~!

sur I, donc ¢ est de classe C* sur I. De plus, ¢’ ne s’annule pas, donc ¢! est
de classe C* sur J = ¢(I).

Inversement, si f n’est pas régulier, il existe t € T tel que ¢'(t) = || f/(¢)|| = 0.
La fonction ¢~! n’est alors pas dérivable en u = ¢(t), donc ¢ n’est pas un
changement de paramétrage C*. [

2.3 Calculs pratiques

On suppose ici que R? est muni de la norme euclidienne canonique.

2.3.1 Calcul de P’abscisse curviligne

Soit f : I — R? un arc de classe C* ot k > 1. On a pour tout t € I,

f@) = (x1(8), ., 2a(t))

ot les zj, : I — R sont des fonctions de classe C¥. On a alors

ou encore




2.3. CALCULS PRATIQUES 23

En abrégé,
d
ds* = Z da?
i=1
Dans le cas ou d = 2 (arc plan), l'arc f est parfois donné sous la forme d’une

fonction © — F(z) ou encore en coordonnées polaires. Examinons ce que de-
viennent les formules dans ces deux cas.

2.3.2 Arcs sous forme fonctionnelle

Soit F : I — R une fonction de classe C'. La fonction F correspond & l'arc
paramétré f : I — R? défini pour tout t € I par

ft) = (& F(1))

<fl’;>2 =1+ F'(t)?

2.3.3 Arcs en coordonnées polaires

On a donc

Soient p: I —s Ret # : I — R deux fonctions de classe C*. Ces deux fonctions
décrivent un arc f = (x,y) défini, pour tout ¢ € I, par

z(t)
y(t)

= p(t) cos 6(t)
= p(t)sinO(t)

Pour tout réel 6, soient u(f) = (cosf,sin ) et v(f) = (—sinf,cosd). On a

% =vet ‘;—Z = u. De plus, pour tout ¢t € I,

f(t) = p(t)u(0(t))
De 1a
F(#) = p'(#)u(0(t)) + p(t)0' (t)v(0(t))

et donc, puisque la famille (u,v) est orthonormée,

£/ 17 = 0 () + p(t)?0 (t)?

@2_@24_2@2
dt )\ dt P\ at

ou encore, plus synthétiquement,

En abrégé,

ds® = dp* + p*df?

Un cas particulier fréquent est celui ou # = t. On a alors

ds\* _ (dp\*, o
do do
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2.4 Quelques calculs d’abscisses curvilignes

Dans tous les exemples ci-dessous, nous prendrons des abscisses curvilignes crois-
santes en fonction du paramétre. Dit autrement, nous choisirons ¢ = 1 dans les
formules. Nous supposerons également que R? est muni de la norme euclidienne
canonique. Dans tous les exemples sauf un, on se place en dimension d = 2.

2.4.1 La chainette

Soit a > 0. Considérons la chainette d’équation y = ach £ ot x € R. Prenons
x = 0 pour origine des abscisses curvilignes. On a alors

3:/ 1/1+Sh2*dt=/ chfdt:ashE
0 a 0 a a

2.4.2 La parabole

Soit p > 0. Considérons la parabole d’équation y? = 2pz. Cette courbe peut
étre paramétrée par

F(t) = (2pt*, 2pt)
out € R. On a pour tout réel ¢

f(t) = (4pt, 2p)

et donc

I O =2pV1+ 412

Prenons ¢ = 0 pour origine des abscisses curvilignes. On a alors

t
s:2p/ V14 4u?du
0

Posons u = % shw. Il vient

argsh 2¢
Zvdv

®
Il
s

0

argsh 2t
/ (1+ch2v)dv

:| argsh 2¢

(=)

[ *thU

argsh 2t
[v+shv 1+ sh? }

0
(argsh 2+ 20\/1 + 4t2)

NIV NRIT NI NIT
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2.4.3 Le cercle

25

Le cercle de centre O et de rayon R > 0 peut étre paramétré en polaires par

p = R. On a donc immédiatement

ds

@:R

d’ot, en prenant 6 = 0 pour origine des abscisses curvilignes
, 1% 1% g g »

s = RO

En particulier, la longueur du cercle, obtenue pour 6 = 27, est L = 27 R.

2.4.4 La cardioide

La cardioide est paramétrée en coordonnées polaires par
p =a(l —cosb)

ota>0etfhel02r].Ona

2
(32) = a*((1 —cosh)? +sin? )
2a*(1 — cos )

0
4 2027
a Sin 9

De 14, en prenant # = 0 pour origine des abscisses curvilignes,

0
t 0
S:Qa/ sindt:4a<1—cos>
0 2 2

En particulier, la longueur totale de la cardioide est L = 8a.

2.4.5 La spirale d’Archimeéde

La spirale d’Archiméde est donnée en polaires par p = af, ot a > 0 et 6 € R.

On a donc

/P

dé

Pour 8 > 0, on a donc, en prenant 0 pour origine des abscisses curvilignes,

9
s:a/ V2 +1dt
0
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Faisons le changement de variable ¢ = sh u. Il vient

Argsh 0
s = a/ ch? udu
0

argsh 0
/ (14 ch2u)du

VS
S

1 argsh 0
{u + —sh 2’4
2 0

argsh 0
[u—l—shu\/ 1+sh?u .
(argsh@ +0v1+ 92)

NN e

2.4.6 La spirale logarithmique

La spirale logarithmique est donnée en polaires par p = ae®?, ot a > 0, k € R*

et 6 € R. On a donc
d
d—; = a\/1 + k2ek?

Lorsque k£ > 0, on peut prendre élégamment § = —oo comme origine des abs-
cisses curvilignes, et obtenir

s= %\/1 T k2ek?

2.4.7 La cycloide

La cycloide est paramétrée par
f@t) =a(t —sint, 1 — cost)
outeR. Ona
f(t) = a(1 — cost,sint)
d’ou

ds i = 2a°%(1 — cost) = 4a® sir12E
) B 2

On retrouve exactement la méme expression que pour la cardioide. En prenant
0 pour origine des abscisses curvilignes, on obtient ainsi

t
=4a(1—cos=
S a( COSQ)

En particulier, une arche de la cycloide est obtenue en faisant décrire le segment
[0, 27] au paramétre. Cette arche a donc pour longueur L = 8a.
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2.4.8 L’hélice circulaire droite
Soient a,b > 0. Considérons I'arc f de R? défini par
f(t) = (acost,asint, bt)

out€R. On a
f'(t) = (—asint,acost,b)

17O = Va? + b2

Prenons ¢ = 0 pour origine des abscisses curvilignes. On a alors

et donc

s =1tva? + b2

27
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Chapitre 3

Courbure en dimension 2

Dans ce chapitre on se place dans le plan R? euclidien orienté. Le produit scalaire
des deux vecteurs u et v est noté < u,v >. Leur produit mixte est noté [u, v].

3.1 Courbure

3.1.1 Repére de Frénet

Soit f : I — R? un arc C! régulier. La régularité de f permet d'utiliser, outre
le paramétre générique ¢t € I, un paramétrage par ’abscisse curviligne s. La
quantité f/(t) = % est un vecteur tangent a la courbe au point de paramétre t.
En divisant par sa norme, on obtient le vecteur tangent unitaire

f) _df

@ ds

Remarquons que dans un paramétrage par s, le vecteur tangent est automati-
quement unitaire.

Définition 8. Le vecteur normal unitaire est I'unique vecteur v tel que (7,v)
soit une base orthonormée directe du plan.

Remarque. 7 et v sont des fonctions continues & valeurs dans R2. Leur ensemble
de départ est Uintervalle I de départ de l'arc f. Ces deux fonctions peuvent
également étre paramétrées par s.

Définition 9. Soit m un point de la courbe. Le repére (m,,v) est le repere
de Frénet au point m.

Exemple. Calculons le repére de Frénet en un point d’une ellipse. On paramétre
Pellipse par
xr =acost,y =bsint

29
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ot €R. Ona
' = (—asint,acost)

D’ou
= a4 int b t
( b cost a4 i t)
V=|—————=cost, —————=sin
va? + b2 Va2 + b2

Evidemment, dans le cas du cercle, @ = b et tout devient plus simple.

3.1.2 Courbure

Soit f un arc paramétré régulier de classe C2. Les fonctions 7 et v sont donc de
classe C'. On a < 7,7 >= 1. Ainsi, en dérivant par rapport & s, on obtient

dr
2 _— =
<7', ds> 0
dr

On en déduit que 9% est colinéaire a v. Il existe donc un unique réel c tel que
dr

E:CI/.

Définition 10. Le réel c est la courbure & la courbe au point de paramétre s.

Le vecteur v étant lui-aussi unitaire, il existe un réel A tel que ‘;—’; = A71. Mais

on a aussi < 7,v >= 0. En dérivant, on obtient

0 <dT >+ < dy>
= —, v T, —
ds’ " ds

= c<Vy>HAIT,T>

= c+ A

Ainsi, ¢ = —A. On obtient finalement les formules de Frénet.

Proposition 15.

3.1.3 Calculs pratiques

Les formules précédentes, remarquablement simples, posent probléme en pra-
tique puisqu’elles demandent la connaissance de 7 et v en fonction de ’abscisse
curviligne s qui, elle, est la plupart du temps impossible a calculer. On peut
cependant tout exprimer au moyen du paramétre .

8] =

Remarquons que
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On a
4 _did
TTds T dtds
De 13,
dro_ A (Y d
ds  ds \dt)ds dtds?
_ P (AN a2
T dt2 \ds dt ds?

On en déduit

dr] |dfdt &f (dt\?
PdJ - ﬁdym¢<@)
(@t [df &

- (&) [#a]

Ainsi, en notant par un « prime » les dérivées par rapport a t,

5 f"]

c= 3
171l

Remarque.

e La courbure n’est pas définie en un point ol la dérivée de f s’annule.

e Le signe de la courbure est celui du déterminant [f’, f”'], c’est & dire que
la courbure est positive lorsque la courbe « tourne a gauche » dans le
sens des t croissants, et négative sinon.

e La courbure est nulle si et seulement si le point n’est pas birégulier.

Supposons I’arc donné en coordonnées polaires par f(t) = p(t)u(0(t)) o u(f) =
(cosB,sin@). Posons v(f) = (—sinb,cos ). On a

= pu+pdv
f” = (p/’ —p9/2)u+(2p/9’+p0/’)v
De 13,
2
1717 = 0" + p*0”
et
[fl, f//] _ p/(2p/9/ + p@//) o pel(p// o pG/Z)
0/(;029/2 + 2p/2 _ pp//) 4 ppleu
d’ou

9/(/729/2 +2P,2 *P,D”) +pp/é,//

/p/2 + p29/23

En particulier, lorsque 0 = t,

/!

e 207 —pp

N
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3.2 Quelques exemples

3.2.1 L’ellipse
Soient a,b > 0. Considérons l'ellipse paramétrée par
f(t) = (acost,bsint)

outeR. Ona

f'(t) = (—asint,bcost)
1f @ = \/a281n2t+b26052t
f’(t) = (—acost,—bsint)
d’ou
ab
c—=

= 3
\/(12 sin? ¢ + b2 cos? ¢

Dans le cas d’un cercle, a = b et on obtient ¢ = %

En quels points la courbure de 'ellipse est-elle minimale ? Maximale 7 Supposons
par exemple a > b. Pour des raisons de symétrie, il suffit de prendre ¢ € [0, 7].
Ecrivons

ab
\/(a2 — b2)sin? t 4 b2

La courbure maximale est obtenue quand le dénominateur est minimal, c’est
a dire pour ¢t = 0. Elle vaut ;5. La courbure minimale est obtenue quand le

dénominateur est maximal, c’est & dire pour ¢ = 5. Elle vaut sz“"

Cc = 3

3.2.2 La parabole

Soit p > 0. Considérons la parabole d’équation cartésienne y? = 2pz. On peut
paramétrer la parabole par

f(t) = (2pt*, 2pt)
outeR. Ona

f't) = (4pt,2p)
') = (4p,0)

d’ou
-1

pV4at2 + T

La valeur absolue de la courbure est maximale au sommet de la parabole (pour
t =0, ou elle est égale a %.
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3.2.3 La cardioide

Soit a > 0. La cardioide est paramétrée en coordonnées polaires par
p =a(l —cosb)
ou 6 € [0,27[. On a

p = asinf

= acosf

d’ou

0
VR4 p?= 2asin§

P> +20% —pp’ = a®*((1 —cosh)? 4 2sin?0 — (1 — cos ) cos )
= a*(3—3cosh)

0
= 6a%sin® =
(ZSIH2

La courbure n’est pas définie pour § = 0. Le point correspondant n’est pas
un point régulier (c’est en fait un rebroussement de premiére espéce). Pour
6 €10,2x[, on a
B 3
¢ 0

4a sin 5

3.3 Rayon de courbure

3.3.1 Position du support par rapport a un cercle
Soit f : I — R? un arc paramétré régulier de classe C3. On suppose f paramétré
par ’abscisse curviligne s.

Soit m = f(s) un point de la courbe. Soit
w=m+ar+ v

un point du plan exprimé dans le repére de Frénet.

Donnons-nous un réel h assez petit pour que s + h € I, et considérons le point
p = f(s+ h). Le probléme est de déterminer la position du point p par rapport
au cercle passant par m, de centre w. On effectue pour cela un développement
limité & l'ordre 3 de ||c@||2 au voisinage de h =0 :
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@p = wm+mp
= f(s+h)— f(s)—ar—pPv

h? h3
= F() + () + () + o) — a — B

2 h3
= hr+ Tt K(C/V — A1)+ o(h*) —ar — v
h3 : h? h3 ;
= (a +h-— ng + O(hs)) T+ ([3 + e + C/K + 0(h5)> v

On prend la norme au carré :

G = a? + 57 — 2 + K21 — 5e) + " (act — Be') + of1")

La position du point p par rapport au cercle est donnée par le signe de ||@\ |2 —
a? — 2. On distingue plusieurs cas :

e Si a # 0, alors le point w n’est pas sur la normale a la courbe au point
m. Une autre fagon d’exprimer les choses est : la tangente au cercle en m
et la tangente a la courbe en m sont deux droites distinctes. On a alors

168> — [|@m|[* ~ —2ah

La courbe traverse le cercle au point m.
e Si a =0, le cercle et la courbe sont tangents au point m. On a alors

3
IBBI? = B2 4 131 — o) - -6+ o(h)

On voit qu’il y a a encore deux cas :
e Sil— fBec#0, alors

168> = NI [* ~ h*(1 — Be)

Au voisinage du point m, la courbe est tout entiére a 'intérieur du
cercle, ou tout entiére & I'extérieur, selon le signe de 1 — (c.
e Sil— fc=0, c’est a dire lorsque 8 = %, alors

C/
[©pII* = [ |* ~ —=—h

a condition que ¢’ # 0. Au point m, la courbe « traverse tangentielle-
ment » le cercle.

Définition 11. Le réel 1
R=-
c

est le rayon de courbure a la courbe au point de paramétre s. Le point w défini
par mw = R est le centre de courbure a la courbe. Le cercle de centre w et de
rayon |R| est le cercle osculateur.



3.4. PARAMETRAGE PAR L’ANGLE POLAIRE 35

Remarque. Si jamais ¢ = 0 au point considéré, alors le développement limité
a l'ordre 3 ne suffit pas pour déterminer la position de la courbe par rapport
au cercle. Le cercle osculateur est dit surosculateur. Une telle situation survient
par exemple lors d’un minimum ou d’un maximum de la courbure, par exemple
aux 4 sommets d’une ellipse. La position du cercle surosculateur par rapport a
la courbe doit étre étudiée de fagon plus fine.

3.3.2 Développée
3.3.3 Quelques exemples

3.3.4 Développantes
3.4 Paramétrage par ’angle polaire

3.4.1 Le théoréme de relévement

Proposition 16. Soit f : I — R? un arc de class C* wérifiant Vt €
L||f®)|| = 1. Il existe alors une fonction o : I — R de classe C* telle que
pour tout t € I, f(t) = (cosa(t),sina(t)).

Démonstration. On fait la démonstration pour k¥ > 1 (le cas k = 0 est
difficile). Identifions R? & C. Remarquons d’abord que si une telle fonction «

existe, alors f = exp(ir), donc f/ =i/ f, dou o/ = —sz/

Soit a € I un réel fixé. Soit o : I — C définie par

W,
olt) = /Gf<u>d

de sorte que la dérivée de « vérifie I’égalité de la ligne précédente. Cette fonction
a est effectivement de classe C*, mais un certain nombre de points restent a
éclaircir. Posons g(t) = exp(ia(t)). On a

/ - !
g =wvg=-—g
f
Ainsi, f'g — f¢’ = 0. Il existe donc A € C tel que g = Af.
Au point a, on a g(a) =1 = Af(a). On en déduit que A = ﬁa) est un nombre
complexe de module 1. Posons A = ¢, ott B € R. 1l vient finalement f(t) =

exp(i(a(t) — B)). Enfin, a(t) — 8 est effectivement réel, car f(t) est un nombre
complexe de module 1. [J
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3.4.2 Un nouveau parameétre

Soit f : I — R? un arc de classe Ck ot k > 1. La fonction 7 : I — R? est
de classe C*~1 et de norme 1. Il existe donc une fonction o : I — R de classe
CF~1 telle que 7 = (cos a, sin ).

Le réel a(t) est une mesure de ’angle orienté entre I’axe Ox et le vecteur tangent
unitaire 7. La fonction « est-elle un changement de paramétrage admissible ?
Pour le savoir, supposons k > 2. Travaillons avec un paramétrage par s. On a

= ()
ds—dSZ/—CSV
Donc,
d
= =cls)

Proposition 17. Le paramétrage o est admissible si et seulement si l’arc
est birégulier.

3.4.3 Quelques formules utiles

Courbure : ¢ = i—?

e Rayon de courbure : R = %
e Vecteur tangent : 9z — cosr, W = ginav
ds Y ds

Centre de courbure. Si z = x + iy est I'affixe du point m de la courbe,
et si Z = X +14Y est l'affixe du centre de courbure €2 au point m, alors
Z=z+i%.

Ces formules servent en particulier & résoudre certains types d’équations, appe-
lées équations intrinséques.

Exercice. Trouver les courbes dont la courbure est constante, les courbes véri-
fiant R = s.



Chapitre 4

La dimension 3

4.1 Courbure et torsion en dimension 3

Dans cette section, on se place dans l’espace R? euclidien orienté. On note
< u,v > le produit scalaire des deux vecteurs u et v et u A v leur produit
vectoriel. On note enfin [u, v, w] le produit mixte des trois vecteurs u, v, w.

4.1.1 Courbure

Soit f : I — R3 un arc de classe C? birégulier. On suppose f paramétré par
une abscisse curviligne s. Posons 7 = f’. La fonction 7 : I — R? est donc de
classe C2. Le vecteur 7 est un vecteur unitaire. On a donc

<T,7>=1
Une dérivation de ce produit scalaire donne
2< 71,7 >=0

Ainsi, le vecteur 7/ = f” est orthogonal & 7. L’arc f étant birégulier, 7" # 0.

Posons

' =cv

ott ¢ = ||7'||. La fonction v : I — R? est de classe C' et v est unitaire. La

fonction ¢ : I — R est elle aussi de classe C1.

Définition 12. c¢(s) est la courbure de l'arc f au point de paramétre s.

4.1.2 Torsion

Appelons 8 = 7 A v, de sorte que (7,v, 3) est une base orthonormée directe de
R3. La fonction 3 : I — R3 est de classe C'.

37
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Définition 13. Soit Q = f(s). Le repére R = (Q,7,v,8) est le repére de
Darbouzx au point de paramétre s.

v étant unitaire, il vient, comme, pour T,
<vV,v>=0
Il existe donc p,v € R tels que
V' =pr+qp
De < 7,v >= 0, on déduit

<7tTv>+<nV>=0

ou encore
c<vv>4p<,T>+y<7,8>=0
c’est a dire
p=—c
Ainsi,
V' = —cr 4+

Remarquons que v =< v/, 8 >. La fonction v : I — R est donc continue sur I.

Définition 14. ~(s) est la torsion de Parc f au point de paramétre s.

Passons a la dérivée de 3. Comme pour le calcul de v/, il existe p, g € R tels que
B =pr+qv
De < 8,7 >= 0 on déduit, en dérivant,
<pr+qu,T >+ < B,cv >=0
ou encore p = 0. De < B,v >= 0 on déduit, en dérivant,
<pr4+qr,v >+ < B, —ct+y8>=0

ou encore
q=-
Ainsi,
pl=—yw
On obtient ainsi les formules de Darboux

Proposition 18.

dr/ds = cv
dv/ds = —ct+~f
dg/ds = —yv

Ces formules peuvent également étre écrites sous la forme matricielle
7! 0 ¢ O T
Vli=[-¢c 0 ~ v

B 0 —y 0/ \8
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4.1.3 Calculs pratiques
Supposons 'arc f paramétré par un paramétre quelconque ¢t. Notons f le pa-

ramétrage de f par l'abscisse curviligne s. Dans les calculs ci dessous, la signe
« prime » désigne une dérivée par rapport a t. Remarquons que

dr
TAN—=cTAv=cf

ds
et donc
. A dr
= |(|T e
ds
Notons
a=d_ 1
ds [lf @)
On a )
af
= — = )\ /
T ds /
De 14, en dérivant par rapport a s,
dr di ,, 9 .
oL _ 2 A
ds dsf A

Ainsi,

T/\d—T = T/\(d/\f’—i—/\Qf")
s ds
= MNrAf
)\Sf//\f//

On en déduit

If AL

L1

Passons au calcul de la torsion. Remarquons que

d
{T, v, dﬂ =[rv,—ct+7B) =~

On a, en reprenant les calculs précédents,
T = Af
dA
- 7f/+)\2f//
ds

En dérivant la seconde égalité, il vient

de dv B RDY

i o _ T A 2)\2 " )\3 "
dsVJrcds dsQf AT AY
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Faisons le produit mixte des trois vecteurs ci-dessus.

dc dV_2 dV_2_6/1/2
I:T’CV’CLSV+CdS:|_C |:T7V7d5:| _C’Y_A ||f /\f || Y

Ce produit mixte est aussi égal a
dA ED .
A P2 e )\2 " ! 2)\2 " /\3 "
AT R S R

Le produit mixte est trilinéaire alterné. En développant le produit ci-dessus,
tous les termes s’annulent, sauf

[)\f/, )\Qf”, /\Sf///] — /\6 [f/7 f”, f”/]

Finalement,

/y _ [f/’f//, f///]
1A )P

4.1.4 Un exemple

Considérons I'hélice circulaire droite définie par
f(t) = (acost,asint,bt)
ouna,b>0etteR. Ona f'=(—asint,acost,b). De la,
1 = Va2 + 02
Continuons. On a f” = —a(cost,sint,0). De 14,

F'Af" = —a(—asint,acost,b) A (cost,sint,0)

= —a(—bsint,bcost, —a)

et donc
If" A F'll = ava? + b2
d’ou
a
c= ——
a? + b2

Poursuivons. On a " = a(sint, — cost,0). De 14,
[f/7f//7f”/] =< f//\f//7f//l >= a2b

et donc
b

’y:a2+b2
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4.2 Courbures en dimension quelconque

Soit f: I — R% un arc de classe C%. On suppose f paramétré par son abscisse
curviligne s. Posons 7 = f'. La fonction 7 : I — R est donc de classe C?~'. Le
vecteur T est un vecteur unitaire. On a donc

<tT,7>=1
Une dérivation de ce produit scalaire donne
<77 >=0

Ainsi, le vecteur 7/ = f” est orthogonal a 7. L’arc f étant birégulier, 7/ # 0.

Posons ,
.

il

La fonction v : I — R? est de classe C%~2 et vy est unitaire. On a

1551

T/ = C1l1
ot ¢; = ||7']| > 0. La fonction ¢; : I — R est de classe C4~2.
Dans ce qui suit, nous noterons vy = 7.

De < v1,v1 >=1 on déduit que v} est orthogonal & v1. On peut donc écrire
vy = kvg + cav

ot k € R, cg > 0 et vy est unitaire et orthogonal & 1y et v;. De plus, de
< vg,v1 >= 0, on déduit

0=<vj,v1 >+ <vyvy>=c1+k

Ainsi,
/
vy = —C1Vy + Ccaly

Dérivons maintenant vo. Comme précédemment, v est orthogonal a 5. On a
donc
/
Vy = kol/o + kll/l + c3v3

ol kg, k1 € R, c3 > 0 et v3 est unitaire, orthogonal a v, v1 et 5. De < vy, 19 >=
0 on déduit par dérivation

0=< l/é,l/o >+ < I/Q,V(l) >= ko
De < v9,v1 >= 0 on déduit par dérivation

0=<vh,v1 >+ < v,y >=k; +ca

Ainsi,

l/é = —cCol) + C33
Soit j € [1,d — 2]. Supposons trouvés j vecteurs vy, ...,v; tels que la famille
(vo,11, ... ,vj) soit orthonormeée, et, de plus, pour tout i € [1,7 — 1],

/
V; = —CiVi—1 + Cit1Vit1
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En dérivant v; qui est unitaire, on obtient un vecteur orthogonal a v;. Il existe

donc cj41 > 0, j réels ko,...,k; et un vecteur v;4; unitaire et orthogonal &
v, ..., v; tels que
j—1
!
I/j = E kiVi + Cijt1Vj4+1
i=0

Soit 1 < j—2.On a
0=<vj,v; >+ <,y >=k
On a également
0=<vj,vj1>+<v,V; >=kj1+¢

Ainsi,
/
Vi = —CjVj—1+ ¢l

Nous venons de montrer par récurrence forte 'existence de d réels positifs
ci,...,cq et d’'une base orthonormée (vy,...,vq_1) de R? tels que

vy = civy
Vi e Hl,d — 2H,V§ = —CjVj—1+ Cjr1Vjt1

Il nous reste a déterminer v/;_,. Ce vecteur est orthogonal & v4_1, il existe donc
combinaison linéaire de vy, ...,v4_2. Comme ci-dessus, on vérifie que c’est en
fait un multiple de v4_5 et que le coefficient multiplicateur est —cq_o. Ainsi,

/
Vg1 = —C4d—1Vd—2

Ces formules peuvent étre exprimées matriciellement. Soit la matrice

0 c1 0 . e 0
—C1 0 Co PN e 0
0 —C2 0 C3 N 0
C= . .
0 . 0 —cgo 0 Cd—1
0 0 —Cq_1 0
On a alors
l/(l) [Z0)
v vy
"l=c
Va—1 Vd—1

Remarque. On peut légérement améliorer le résultat ci-dessus en autorisant
cq—1 & étre négatif et en changeant éventuellement vy_1 en son opposé de fagon
a ce que la base (v, ...,vq4—1) soit orthonormée directe.
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