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On se place dans l’espace préhilbertien réel E = C0([0, 1]), muni du produit
scalaire

< f, g >=

∫ 1

0
f(t)g(t) dt

On note
H = {f ∈ E, f(0) = 0}

et µ : [0, 1] → R la fonction définie pour tout réel x par µ(x) = 1. On note
D =< µ >.

Proposition 1. H est un hyperplan de E et H ⊕D = E.

Démonstration. H est le noyau de la forme linéaire non nulle f 7→ f(0),
c’est donc un hyperplan. De plus, µ 6∈ H donc H et D sont supplémentaires.
Plus concrètement, pour toute fonction f ∈ E, on a f = h + f(0)µ où
h = f − f(0)µ est clairement un élément de H. �

Définition 1. Soit (fn)n≥0 une suite d’éléments de E. Soit f ∈ E. On dit
que fn tend vers f lorsque n tend vers l’infini lorsque d(fn, f) tend vers 0
lorsque n tend vers l’infini.

Pour tout entier n ∈ N∗, considérons la fonction ϕn : [0, 1] → R définie par
ϕn(x) = nx si 0 ≤ x ≤ 1

n et ϕn(x) = 1 si 1
n ≤ x ≤ 1. On vérifie aisément que

ϕn ∈ H.

Proposition 2. ϕn → µ lorsque n tend vers l’infini.
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Démonstration.

d(ϕn, µ)
2 = < ϕn − µ, ϕn − µ >=

∫ 1

0
(ϕn(t)− µ(t))2 dt

=

∫ 1
n

0
(nt− 1)2dt =

[
(nt− 1)3

3n

] 1
n

0

=
1

3n

Ainsi, d(ϕn, µ) tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini. �

Nous admettrons dans ce qui suit l’unicité de la limite d’une suite d’éléments
de E (si elle existe) et les théorèmes sur les opérations sur les limites pour
la somme et le produit par un réel. Ces propriétés se montrent comme pour
les fonctions à valeurs réelles.

Proposition 3. H est dense dans E. Plus précisément, pour toute
fonction f ∈ E il existe une suite d’éléments de H qui tend vers f .

Démonstration. Posons, pour tout entier naturel non nul n,

fn = (f − f(0)µ) + f(0)ϕn

On a clairement fn ∈ H. De plus, lorsque n tend vers l’infini, fn tend vers

f − f(0)µ+ f(0)µ = f

�

Proposition 4. H⊥ = {0}.

Démonstration. Soit f ∈ H⊥. Soit (fn)n∈N une suite d’éléments de H qui
tend vers f . On a pour tout entier n, < f, fn >= 0. De là,

0 ≤ < f, f >

= | < f, fn > − < f, f > |
= | < f, fn − f > |
≤ ||f ||||fn − f ||
= ||f ||d(fn, f)

qui tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini. On en déduit que ||f || = 0, donc
que f = 0. L’inclusion réciproque est triviale. �
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Corollaire 5. H⊥ n’est pas un supplémentaire de H.

Corollaire 6. H⊥⊥ 6= H.

Démonstration. En effet, H⊥⊥ = {0}⊥ = E. �
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