La méthode d’intégration
du point milieu
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La méthode du point milieu est un cas particulier de la méthode des rectangles,
qui permet le calcul de valeurs approchées d’intégrales.
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FIGURE 1 — La méthode du point milieu

1 Un cas particulier

1.1 L’idée de la méthode

Nous allons tout d’abord considérer des fonctions définies sur [—1, 1]. Pour toute
fonction f:[—1,1] — R, notons

I(f) = 2/(0)
Le réel I(f) est Daire (algébrique) du rectangle de base [—1,1] et de hauteur
f(0). Notre espoir est que I(f) soit une valeur approché de fil f(x)dx.

La clé de ’étude d’une méthode d’intégration approchée est souvent de regarder
son comportement sur les polynémes. Pour k = 0,1,2, soit f; : [-1,1] — R



définie par fi(r) = 2*. On a
1 1
1 =2= [ p@dsec 1) =0= [ fita)ds

Par linéarité, pour tout polynome P € R;[X], I(P) = f_ll P(z) dz. En revanche,

0=1f) # [ fala)de =3

La méthode du point milieu est ce que 'on appelle une méthode de quadrature
d’ordre 1 : elle permet d’intégrer de fagon exacte tous les polynomes de degré
inférieur ou égal a 1, et il existe un polynéme de degré 2 qui n’est pas intégré
exactement.

1.2 Le noyau de Peano

Soit f € C?([~1,1]). Soit = € [~1,1]. Appliquons la formule de Taylor avec reste
intégral a f entre —1 et x a ’ordre 1.

f(x) = P(z) + R(x)

ou

et

Pour tout réel x, notons x4y =z six > 0et 1 =0 six < 0. La clé des calculs
qui vont suivre est de remarquer que

Par le théoréme de Fubini,

/_11 R(z)dr = /_11 (/_11(:10 — ) f"(t) dt) dx
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On a également

De 1a,
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La fonction G s’appelle le noyau de Peano. En distinguant selon que t est positif
ou négatif, on obtient facilement une expression de G(t).

e Site[-1,0],

G(t) = %(1+t)2
e Site[0,1],

G(t) = 51— 1y

Remarquons que les deux expressions sont valables lorsque ¢ = 0. En fait, la
fonction ¢ — ¢4 étant continue sur R, la fonction G est continue sur [—1,1].

0.4 1

0.2

0.0 1

T T T T T T T T T
-1.00 —-0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

FIGURE 2 — Le noyau de Peano

1.3 Estimation de ’erreur

Comme P est un polyndéme de degré inférieur ou égal & 1, on a

/_11 P(z)dz = 1(P)

De 1a,

1 1 1
| t@de-10)= [ R@ds- 1) = [ cwa

-1 -1 -1



La fonction G est positive sur [—1,1] et la fonction f” est continue. Par la
premiére formule de la moyenne, il existe £ € [—1, 1] tel que

| cwrwi=re [ o
1 1 1 1
/ G(t)dt:Q/ G(t)dt:/ (1—t)2dt = 3
—1 0 0

Nous venons de montrer le résultat suivant.

L’intégrale vaut

Proposition 1. Soit f € C?([-1,1]). Il existe £ € [1,1] tel que

/ fla)de = 1(7) + £ 7(6)

1.4 Fonctions définies sur un segment quelconque

Soient a,b € R tels que a < b. Notons

o a+b ot 5 — b—a

2 2
Soit f € C?([a,b]). La fonction ¢ : [—1 ;1] — R définie par ¢(t) = m + 0t est
une bijection de [—1,1] sur [a, b]. Posons f = fo. La fonction f est de classe

C?sur [—1] et f' = 8(f 0 p), "' = 62(f" 0 ).

Par le changement de variable z = ¢(t), on a

/abf(x)dx = 5/_11 flt)dt

Par la proposition [1} il existe ¢ € [—1, 1] tel que

1

[ o= 1)+

Posons € = ¢(¢). On a

De plus,

Ainsi,
b 53
[ #ayde=287m) + 1)

Nous venons de prouver le résultat suivant.



Proposition 2. Soit f € C?([a,b]). Il existe £ € [a,b] tel que

/abf(x) tw=-af (5) + 03 ) ey

2 24

2 La méthode composée

2.1 Subdivisions
Comme dans la section précédente, a et b sont deux réels tels que a < b et
f :[a,b] — R est une fonction de classe C2.

Soit n € N*. Considérons la subdivision réguliére o = (zx)o<k<n OU

b—a

T =a-+k

Pour tout k£ € [0,n — 1], notons my, le milieu du segment [z, xr+1]. Par la
proposition [2} il existe & € [zk, Tr11] tel que

Th41 _ 3
[ 1@ = s = w0 fme) + B2 g

Sommons sur k.

b n—l iz
/ flz)dz = Z/ f(x)dx
a k=07 @k
n—1 —
= ) (@rr1 —z) S Z xk+1—x;€ £ (&)
k=0 k=0
b—a (b—a)?

1
I kzzof(mkH 24n2

ou
1 n—1
== 1"(&)
k=0

La somme S est un barycentre a coefficients positifs de valeurs prises par f”.
Comme f" est continue sur [a, b], le théoréme des valeurs intermédiaires permet
d’affirmer qu’il existe £ € [a, ] tel que S = f”(£).

Proposition 3. Soit f € C%([a,b]). Soit n € N*. Il existe £ € [a,b] tel que

b _a n—1 _a 3
[ SR




2.2 L’erreur en pratique

Pour toute fonction f : [a,b] — R de classe C2, notons E,,(f) 'erreur commise
en approchant l'intégrale de f par la somme de la méthode du point milieu :

b n—1
b—a
Bf) = [ fa)de=""2 Y fm)
e k=0
En notant M le maximum de |f”| sur [a, b], on a
M(b—a)?
< _ 7

On a donc une erreur en O (#)

Prenons par exemple f : [0,1] — R définie par f(z) = e*. On a dans ce cas
M = e et la majoration de l'erreur devient

e

Ea] < 5103

Si on désire une erreur inférieure 10719, il suffit donc de choisir n tel que

e
— <1010
24n? — 0

e
> |4 /=10°| +1=
n{ 240J-|- 33655

On obtient avec cette valeur de n, E, ~ 6.3 x 10~!1. Par une simulation numé-
rique, on trouve que la plus petite valeur de n pour laquelle I'erreur est inférieure
4 10710 est n = 26759.

c’est & dire

On peut ici calculer explicitement FE,,. Tout d’abord,

/Olf(a:)dxel

Calculons la somme associée & la méthode du point milieu.

n—1 n—1
) = Few (211)
k=0

k=0

De 1a,



On a, en faisant un développement limité de ’exponentielle,
nle l — 1] —e i = n l + L 4+ — 1 “+ 0 1
A% *P A on N n  2n?  6n3 n3
1 1
(s (a)
B 24n2 ( >

e—1
24n?2

Ainsi, lorsque n tend vers l'infini,

En(f) ~

La plus petite valeur de n pour laquelle I’équivalent est inférieur a 10710 est
n = 26758, valeur extrémement proche de celle que nous avons trouvée avec la
simulation. Ci-dessous, en noir l’erreur réelle et en rouge le majorant de l'erreur.
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FIGURE 3 — L’erreur et son majorant
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