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La méthode des trapézes est un cas particulier de la méthode des rectangles, qui
permet le calcul de valeurs approchées d’intégrales.

1 Un cas particulier

1.1 L’idée de la méthode

Nous allons tout d’abord considérer des fonctions définies sur [—1, 1]. Pour toute
fonction f : [-1,1] — R, notons

I(f) = (=) + f(1)

Le réel I(f) est l'aire (algébrique) du trapéze de base [—1,1] et de hauteurs
f(=1) et f(1). Notre espoir est que I(f) soit une valeur approché de fil f(z)dx.

La clé de ’étude d’une méthode d’intégration approchée est souvent de regarder
son comportement sur les polynémes. Pour k = 0,1,2, soit f; : [-1,1] — R
définie par fi(xr) = 2*. On a

I(f0)=2=/_1f0(33)d$ et I(fl)202/_1]"‘1(95)‘1m

Par linéarité, pour tout polynéme P € Ry [X], I(P) = f_ll P(z) dz. En revanche,

1
2

2=1(f) # [ fala)do =

-1
La méthode du point milieu est ce que 'on appelle une méthode de quadrature
d’ordre 1 : elle permet d’intégrer de fagon exacte tous les polynomes de degré
inférieur ou égal a 1, et il existe un polynéme de degré 2 qui n’est pas intégré
exactement.



1.2 Le noyau de Peano

Soit f € C?([—1,1]). Soit & € [~1,1]. Appliquons la formule de Taylor avec reste
intégral a f entre —1 et x & l'ordre 1.

f(x) = P(x) + R(x)

ou

et

On a, par le théoréme de Fubini,

/11 R(z)dz = /1 </11(:1:t)+f”(t) dt) dx
1

On a également

I(R) = R(-1)+ R(1)

De 1a,

ou

(x—t)ydx— (1 —1t)

Il
e\h‘\

(x —t)dx — (1 —1t)

[(z —1)%]; — (1—1)

1-t)?=(1-1

DN = N =

1
= —S0-D+1)

La fonction G s’appelle le noyau de Peano.
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FIGURE 1 — Le noyau de Peano

1.3 Estimation de ’erreur

Comme P est un polyndéme de degré inférieur ou égal 4 1, on a

/_ 11 Pz)dz = I(P)

De 13,

/_11f(x)d:c—l(f)=/1 R(x)dm—I(R):/_ll G f"(t) dt

-1

Par la premiére formule de la moyenne, il existe £ € [—1, 1] tel que

/_ GO Ot = 1) / Gl

/_11 G(t)dt = —;/11(1 — %) dt = —%

Nous venons donc de montrer le résultat suivant.

T
1.00

Proposition 1. Soit f € C?([-1,1]). Il existe £ € [—1,1] tel que
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2 Fonctions définies sur un segment quelconque

Soient a,b € R tels que a < b. Notons

a+bet§:bfa
2 2

Soit f € C*([a,b]). La fonction ¢ : [-1,1] — R définie par p(t) = c + dt est
une bijection de [—1,1] sur [a,b]. Posons f = f o ¢. La fonction f est de classe
C%sur [—1] et f' =3(f' o), ' =8%(f" o).

Par le changement de variable z = ¢(t), on a

/abf(x)dx - 5/_11 ) dt

Par la proposition précédente, il existe ¢ € [—1,1] tel que

Cc =

1 ~ 2.
| Foa=1)- 570
1

Posons & = ¢(¢). On a

~,

F1(¢)=821"()

De plus, R R
I(f) = f(=1) + f(1) = f(a) + f(b)
Ainsi,
b 253
’ f(@)de = 6(f(a) + f (b)) = == 1"()

Nous venons donc de prouver le résultat suivant.

Proposition 2. Soit f € C*([a,b]). Il existe £ € [a,b] tel que

’ 1 (b_ a)S "
[ r@rie = 50 =)@+ o) - E

Nous noterons dorénavant

I(f,0,0) = 5 (b~ a)(f(a) + £(8)

3 Itérations

3.1 subdivisions
Conservons les notations de la section précédente. Soit n > 1. Considérons la
subdivision réguliére o = (zx)o<k<n OU

b—a
n

T =a-+k



Pour tout & € [0,n — 1], notons ¢ le milieu du segment [z, zx41]. On a

/abf(x)da: = S/:Hf(x)da:

k=07 Tk
_ = = (fﬂk+1 — xk)g "
= Z I(f, ok, 2pq1) — Z T‘f (k)
k=0 k=0
n—1
b—a)d
= I(f, ok, Try1) — Tng)s

b
Il
=]

ou
1 n—1
S [ 11
- > 1)
k=0
La somme S est un barycentre a coefficients positifs de valeurs prises par f”.

Comme f” est continue sur [a, b], le théoréme des valeurs intermédiaires permet
d’affirmer qu’il existe £ € [a, ] tel que S = f(£).

Proposition 3. Soit f € C%([a,b]). Soit n > 1. Il existe £ € [a,b] tel que

’ = (b — a)g Z
[ f@de =3 14,0004 - 7€)
a k=0

12n2

3.2 La somme des trapézes

Posons
Iﬂ(faavb) = Z I(f’ wkakarl)
k=0
On a
W) = LS (w0 + Sen)
k=0
n—1 n—1
= b;n . <Zf(xk)+2f(xk+1)>
k=0 k=0
- e (Z f(xk>+2f<xk>>
k=0 k=1
b—a ' b—a
= — k}_jlf(mk) + ——(f(a) + f())

La figure ci-dessous représente graphiquement la méthode des trapézes pour la
fonction fj : [—1,3] — R définie par fo(z) =e®. On a prisn =T.
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FIGURE 2 — La méthode du point milieu

Pour une fonction quelconque f : [a,b] — R de classe C2, notons E,,(f) erreur
commise en approchant l'intégrale de f par la somme de la méthode du point
milieu :

b
B0 =| [ f@)de = L(fab
En notant M le maximum de |f”| sur [a, b], on a
M(b—a)?
< 7
B.(p < M0

On a donc une erreur en O (#) Pour reprendre ’exemple de la fonction fy
ci-dessus, on a M = €3 et

16€3
E, <
(fO) = 3n2

Si on désire une erreur inférieure 10719, il suffit donc de choisir n tel que

16¢3
<1071
3n2 —

c’est & dire
16¢3
n> { ;105J +1=160744

Il est facile de faire une simulation numeérique. La fonction point_milieu prend
en paramétres une fonction f, deux réels a et b, ainsi qu’un entier n. Elle renvoie
I,(f,a,b) (ou plutét un flottant approchant cette quantité).

def trapezes(f, a, b, n):
d=(-a)/n
s =0
for k in range(n):
s +=d *x f(a + k *x d)
return s + d * (f(b) - £(a)) / 2



Avec notre exemple, la simulation fournit une erreur réelle de 2.4 x 10~ !!. La
plus petite valeur de n pour laquelle I'erreur réelle est inférieure & 10710 est
n = 512560.
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