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Il existe de nombreuses constructions de ’ensemble des nombres complexes a
partir de ’ensemble R des nombres réels. Nous allons ici en présenter une, en
utilisant des matrices. C’est sans doute celle qui permet d’arriver le plus rapi-
dement, sans utiliser de résultats sophistiqués, & ce que nous voulons.

1 Les nombres complexes
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Proposition 1. C est une sous-algébre commutative de l’algébre Ma(R)
des matrices carrées 2 X 2 a coefficients réels.

Posons

Démonstration. Pour tous réels z, y, notons

M(z,y) = (x _y)

y oz
Soient z,y,z',3' € R. On a

M(z,y)+ M(z',y') = (; _xy) + (x: _‘7{/> =M@+2,y+y)eC
De méme,

Mz )M y) = (”“’ y) ("’cf %")
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_ (v =y
- :I/,y/ + I/y 7:1:,y/ _ I/y
M(zz' —yy', 2y’ +2'y) € C

L’¢lément neutre pour la multiplication des matrices est I = M(1,0). On a
donc I € C.



Remarquons enfin que pour tous z,y € R et tout A € R, on a
M (z,y) = M(A\z,\y) € C

Ainsi, C est une sous-algébre de la R-algébre Ms(R).

La commutativité de la multiplication dans C est une simple vérification. [

Proposition 2. La R-algébre C est de dimension 2.

Démonstration. Trouvons une base du R-espace vectoriel C. Soient z,y € R.
On a

M(z,y) = 2 ((1) ‘D ty (‘f _01> — 2M(1,0) + yM(0, 1)

Ainsi, la famille (M (1,0), M(0,1)) engendre C. Cette famille est clairement libre,
donc c’est une base de C, qui est ainsi un R-espace vectoriel de dimension 2. [J

2 Nouvelles notations

Notons plus simplement, & partir de maintenant, 1 = M(1,0) et i = M (0,1).
Avec ces nouvelles notations, (1,4) est une base de I’espace vectoriel C. Comme
dans toute R-algébre, la droite < 1 > est un sous-corps de C isomorphe a R, que
nous identifierons dorénavant & R. Avec cette identification, on a donc R C C.

Tout élément z de C s’écrit maintenant de fagon unique z = =z + iy ou x,y € R.

Remarquons que
i = M(0,1)? = —M(1,0) = —1

Les opérations sur les nombres complexes s’écrivent, avec les nouvelles notations,

(z+iy) + (& +iy) = (e4+2)+ily+v)
(z+iy) (@' +iy) = (w2’ —yy') +i(zxy' +2'y)

3 Structure de corps

Proposition 3. (C,+x) est un corps.

Démonstration. Tout d’abord, 1 = M (1,0) # 0 = M(0,0). Passons au plus
important. Soit z # 0 un élément de C. Ecrivons z = = 4+ iy ou =,y € R et

(z,y) # (0,0). Posons
’ xr—1y
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On a
L~ letiy)(z—dy)
JJZ +y2
22 — 22

I2 + y2

22 4 42
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= 1

Ainsi, z est inversible pour la multiplication dans C et son inverse est 2’. O

4 Unicité

Proposition 4. 1[I existe a isomorphisme prés une unique R-algébre de
dimension 2 qui est un corps.

Démonstration. Tout ce qui précéde prouve I'existence. Il nous reste & mon-
trer I'unicité. Soit A une R-algébre de dimension 2 qui est un corps. On a 1 # 0.
Par le théoréme de la base incompléte, il existe w € A tel que B = (1,w) soit
une base de A. Remarquons que comme 5 est libre, w ¢ R.

Facilement, A est une algébre commutative.
Considérons w?. C’est un élément de A, il existe donc a,b € R tels que
w*=aw+b

De 14,

Trois cas surviennent.

e Cas 1, D =0. On a alors

-3 o

Comme w ¢ R,ona z =w—% # 0. Pourtant z* = 0. L’algébre A possede
donc un élément nilpotent, ce qui est impossible puisque A est un corps.
e Cas 1, D >0.Posons D=d? o1 d € R?* . On a alors

(-3

=)

on a donc a? = 1. Remarquons que o € R. Le réel 1 posséde donc au
moins trois racines carrées, allez, méme 4, distinctes : 1, —1, o et —au.
C’est impossible, puisque A est un corps, et donc tout élément de A a au
plus deux racines carrées.

En posant



La cas numeéro 3 est donc le bon. On a nécessairement D < 0. Posons D = —d?

ou d € R} . En posant
1 a
i=g(-3)

on a alors j2 = —1. Comme j n’est pas réel, la famille (1, ;) est libre. Etant de
cardinal 2, cette famille est une base de A.

Résumons-nous. On a C' = Vect(1,i) ot i = —1 et A = Vect(1, ) ot j2 = —1.
Il est alors facile de voir que l'application x + iy — =+ jy est un isomorphisme
de C sur A.
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