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FIGURE 1 — Les points de Lagrange



Remarque sur les notations. Dans ce qui suit, je ne mettrai pas de fleches sur les vecteurs,
sauf obligation (par exemple, AB si A et B sont deux points). La norme d’un vecteur u sera
notée |lu|l. Le produit vectoriel de deux vecteurs u et v sera noté u A v. Enfin, leur produit
scalaire sera noté (u,v).

1 Le calcul des points de Lagrange

1.1 Le probleme

Sur la figure de la page précédente, les lettres M; et My représentent deux corps (par exemple
le Soleil et la Terre) en interaction gravitationnelle. Pour simplifier, on suppose que ces deux
corps décrivent a vitesse angulaire constante des cercles dont le centre est le centre de gravité
du systéme (en rouge sur la figure). Existe-t-il des points de I’espace ot un corps M serait en
équilibre par rapport a My et Ms ? Nous avons 1a un probléme a trois corps. Sans approximations,
il est connu que ce genre de probléeme est la plupart du temps impossible a résoudre de fagon
explicite. Nous allons faire I’hypothése supplémentaire que la masse du corps M est négligeable
devant celles de M; et My (pour reprendre I'exemple Soleil-Terre, M est un satellite artificiel
ou un astéroide, et pas la planete Jupiter).

Nous allons montrer qu’il existe 5 points vérifiant cette condition d’équilibre : les points de
Lagrange. Ces points sont étiquetés Ly a Ly sur la figure. Trois d’entre eux sont alignés avec M;
et My : ce sont les points Ly, Lo et L3. Les points L4 et Ls, comme nous le verrons plus loin,
sont les sommets de deux triangles équilatéraux, représentés ici en pointillés.

Les courbes qui apparaissent sur la figure sont des équipotentielles. Nous en reparlerons a la fin
de l’article.

1.2 L’équation

On se donne deux corps Mj et Ms de masses m1 et mo. Notons G le centre de masse du systeme
—— —
{Mi, Ms}. On note 11 = GM; et ro = GMa, de sorte que

mir1 + more =0

——
Un corps M de masse m petite devant mq et mo, a la position r = GM, est soumis & la force

gravitationnelle

gmmq gmms

F= (r—mr1) (r—rg)

[ = r? [ = ral?

ou G est la constante de la gravitation. On s’intéresse aux solutions du probleme pour lesquelles
les positions relatives des trois corps restent fixes au cours du temps.

Le plus simple est de se placer dans un référentiel mobile centré en G, o M; et Ms sont fixes.
Le référentiel qui nous intéresse est un référentiel en rotation. Notons {2 son vecteur de rotation
instantanée. Par la troisieme loi de Kepler,

IQIPD? = G(m1 + m2)



ou D = ||[M;Ms||. Notre nouveau référentiel est non-galiléen. La force qui s’exerce sur le corps
M dans ce référentiel est

d
Fo :F—2m<Q/\d—:> —mOQA(QAT)
Le premier terme correcteur est la force de Coriolis. Le second est la force centrifuge. Aux points
d’équilibre, dr/dt = 0 et Fq = 0. Il s’agit donc de résoudre I’équation
(E) F—mQAQAT)=0

La figure ci-dessous représente la norme de Fq sous la condition dr/dt = 0, c’est a dire la norme
du premier membre de 1’équation (E). On anticipe un peu en plagant les points Ly & L5 qui sont
les futurs points de Lagrange. Les lignes vertes représentent des zones ou la norme de Fy, est (a
peu pres) constante. Aux points L;, on a Fo = 0.

FIGURE 2 — La norme de Fq sous la condition de vitesse nulle.

1.3 Simplifications

Donnons-nous une base orthonormée directe (1,7, k) telle que M; et My soient sur 'axe des
abscisses (M; a gauche de Ms) et M soit dans le plan passant par G et engendré par (z, 7).

Notons m
mi1 + mo m1 + msg

mi



On obtient facilement que r;1 = —aD1 et ro = SD1. Notons r = x2 + yjy. La troisiéme loi de
Kepler devient

G(my + my)

Q= Lk
De la,
G(m1 + ma G(m1 +mo
QAT = (D3)k:/\(xz—|—yj): %(—yl-ﬁ-iﬁj)
puis
G(m1 + ma G(mi + mo
L’équation (F) devient
Gmmy Gmms Ggm(my + ma)
E) — 27 )= 22 AL MLV
S T e Y A I

Le facteur Gm s’élimine. Il reste

mi(r—r1)  mo(r—ra) (mi+mo)r

E — — =0
E) =T aB T Tr=rlP g

Séparons chacune des coordonnées dans la base (7, 7). La coordonnée selon 7 est

~ _mi(z+aD) B ma(z — BD) N (m1+ma)z 0
(@t aDP + 207 (w-pDP+yP7 | D

La coordonnée selon 7 est

B miy B may n (m1 +ma)y 0
(z+aD)2+ 4232 ((z — BD)2 + y2)3/2 D3
Factorisons (m1 4+ mg)/D? dans les égalités pour obtenir finalement les deux équations
- BD*(xz+aD)  aD(z—fBD) e 0
(z+aD)2+ 4232 ((z — BD)2 + y2)3/2
(2) - ADy - oD’y +y=0
(+aD)? + 272 " ((z = BDP + )"

Il ne reste « plus qu’a » résoudre.

2 Les points L, et L5
Commencgons par étudier le cas y # 0. L’équation (2) devient

BD3 aD?
U V = =1
T T (@ aD 22 (o BDR 1 )P




Reportons U = 1 — V dans (1) pour obtenir
—(1-V)z+aD)—V(x—pD)4+z=0

Les z s’éliminent et il reste (rappelons que a + 5 =1)

(0}

V =
a+ b

puis

U=1-V=p
On en déduit, en reprenant la valeur de U et V,
(z+aD)* +y* = D?
(= BD)* +y* = D?

c’est a dire

e
MM = [[MeM|| = D = [[My M|

Il y a ainsi deux points M solutions de notre probléme tels que y # 0. Ce sont les points tels
que le triangle (M7, My, M) soit équilatéral. Ces deux points sont notés classiquement Ly et Ls.
Ils ont été découverts par Joseph-Louis Lagrange vers 1770.

3 Les points de Lagrange L, L, et L3

Les trois points restant a trouver sont assez mal nommés, puisqu’ils ont été découverts par
Léonhard Euler aux alentours de 1750.

3.1 Un changement de variable

Supposons dorénavant y = 0. L’équation (2) devient 0 = 0, sans intérét. Il nous reste donc
uniquement ’équation (1) qui devient, comme y = 0,
BD3(x +aD) aD3(x— BD)
|z + aD|? |z — BD|3

Pour nous débarrasser le plus possible des constantes, posons x = D(t + ), ou t # —1,0 (on
se trouverait sinon en M7 ou en Ms et on aurait bobo parce qu’on serait soumis a une force
infinie). On a alors z + aD = D(t + 1) et x — 8D = Dt. La constante D s’élimine et I’équation

devient B+ 1) ,
+ o
s 4 (t =0
IESTER TR

En notant sgn la fonction « signe », soient so = sgn(t) et s; = sgn(t + 1). L’équation devient

B(t+1) at
81(t+1)3 sot3+(+6)
ou encore
[0
Sy sog T (t+0)



Multiplions par t?(¢ 4+ 1)? pour obtenir
—Bs1t? —aso(t+1)? + 2t +1)*t+8) =0
En remplagant 5 par 1 — «a, ’équation devient finalement
(E") ft)=s1t2 = t2(t + 1% + a(—s1t? + so(t + 1)> +t2(t +1)%) =0

Il y a trois cas a distinguer, selon la position de ¢ par rapport a —1 et 0. Dans chacun des cas, on
a une équation de degré 5. On ne peut pas résoudre explicitement cette équation pour des valeurs
de a quelconques. La figure ci-dessous est le graphe de la fonction f. On a pris m; = 5mg, c’est
a dire @ = 1/6. On constate (en tout cas pour a = 1/6) que f s’annule en trois points, ce qui
tombe vraiment bien.

1.0 A

0.5 4

0.0 /\

_0.5 4

flt)

_1.0 <

_1.5 4

=2.0 =1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5

FIGURE 3 — Le graphe de f pour a =1/6

3.2 Comportement asymptotique

Nous allons regarder ce qui se passe lorsque o << 1, ¢’est a dire mo << my. C’est par exemple le
cas lorsque M est le Soleil et My est une planéte. C’est encore le cas pour le couple Terre-Lune.
Ecrivons I’équation sous la forme

(B") —sit?+ 12t +1)3 = a(—sit? + so(t +1)2 +2(t + 1)?)
e Cas 1,t < —1 (et donc s; = s9p = —1). L’équation (E’) devient
22t +1)°2 =a? - t+ 12+ 2t +1)%)
Pour a@ = 0, on obtient 'unique solution ¢ = —2. Posons donc ¢t = —2 + u, ou u est
« petit ». L’équation devient
(=24 w)’ + (=2 +w (14w’ = a((-2+ )" = (-1 +w)* + (=2 + w)* (-1 +v)?)

Le membre de gauche est équivalent & —12u. Le membre de droite tend vers 7« lorsque

u tend vers 0. On a donc .

——
12

~

On en déduit

xzD(t—l—B)zD(—l—I—U—a):—D(l%—152a>
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e Cas 2, —1 <t <0 (et donc s1 =1, s0 = —1). L’équation (E’) devient
22t 1) =t = (t+ D2+ 2+ 1))

Pour o = 0, on obtient £ = 0. On cherche donc un t « petit ». Lorsque ¢ tend vers 0, le
membre de gauche est équivalent & 3t3. Celui de gauche est équivalent & —«. On a donc

o) 1/3
t~—|(—
(3)

o

1/3
x:D(t+ﬁ)=D(1+t—a):D<l—(3) )

e Cas 3,0 <t (et donc s1 = s0 = 1). L’équation (E’) devient

On en déduit

242t + 1) =a(—t2+ (t+ 12+ 2t +1)?)

Pour o« = 0, on obtient ¢ = 0. On cherche donc un t « petit ». Lorsque ¢ tend vers 0, le
membre de gauche est équivalent & 3t3. Celui de gauche est équivalent & o. On a donc

o\ 1/3
t~ ()
3
o

1/3
x—D(t—&—B)—D(l—l—t—a):D(l—i-(3> )

On en déduit

Nous avons donc trouvé trois solutions a 1’équation (E’), et donc trois points de Lagrange. Ces
points sont notés classiquement Lq, Lo et L3. Plus exactement, les abscisses de L1, Lo et Ls
sont respectivement

o))
D (1 + (§)1/3>

x(Ls) ~ —D (1 + 15204)

B
t~

L
12

3.3 Le Soleil et la Terre
Prenons M; = S (le Soleil) et My =T (la Terre). On a

mi = 1.99 x 103" kg

me = 5.98 x 10%* kg



D = 1.50 x 10® km

On a pris pour D la distance moyenne entre le Soleil et la Terre. On a
o =3.00x 107°

Remarquons que aD ~ 451 km. Le centre de gravité du systeme Soleil-Terre se trouve quasiment
au centre du soleil.

La distance de Ly et Ls a la Terre (et donc aussi au Soleil) est évidemment égale a D puisque nous
avons des triangles équilatéraux. Voici, en kilometres, les coordonnées des points de Lagrange
L1, Ly et L3 dans le référentiel tournant.

(L) =~ 1.48 x 10® km
~ 1.51 x 10® km
z(L3) ~ —1.50 x 10® km

=
h

N
2

Les coordonnées de Ly et Ly ne sont pas tres parlantes. Il vaut mieux donner la distance de ces
points & la Terre. Celle-ci vaut environ 1.50 x 10% km.

3.4 La Terre et la Lune

Prenons M; =T (la Terre) et My = L (la Lune). On a

my = 5.97 x 10** kg

msy = 7.35 x 10?% kg
D = 3.84 x 10° km

ou D est la distance moyenne entre la Terre et la Lune. On a o = 0.0121 et aD ~ 4662 km. les
coordonnées des points de Lagrange L1, Lo et L3 dans le référentiel tournant sont

323000 km
445000 km
2(Ls) ~ —386000 km

A A
~
2
T

4 Potentiel

Rappelons que la force qui s’exerce sur le point M dans le référentiel mobile est

FQ:F—2m(Q/\dT>—mQ/\(Q/\7’)

dt

o G G

mmi mmso

F=————Vw(r—r)———(r—r
fr—nP T T T

Classiquement, F' = mVUg ou

U gmy Gma

[r =7l [l =72l



Considérons maintenant le terme de Fq qui provient de la force centrifuge. On a
1
2 2,112
@ n @Ar) = -2l = =¥ (FI2r?)

Nous avons donc

d
FQ—mVUp—Qm(Q/\dZ)

ou 1
Up = Ua + 1) r|?

Le terme de Fq qui provient de la force de Coriolis est orthogonal & dr/dt. Ceci suggere de faire
un produit scalaire pour 1’éliminer. On obtient

dr dr
(PG ) = (90 )
Remarquons maintenant que

<F d7”>_ @dﬁ+ dydy 1 d (df”>2+<dy)2 _d (1 ‘dr
o) Tz ar T M ae a2 e \\ e at) |~ at \2™"

dt

)

Egalement,

dr 8UP dx 8Up dy dUp
VUp, — ) = — - = —
dt Oxr dt Oy dt dt
En réunissant le tout, on obtient ainsi
d (1]dr|?\ _ dUp
dt \2|dt] ) at
ou encore ,
d (1]dr
ﬁ@Mt‘W»”
Les solutions du probléme vérifient ainsi
1| dr]|?
= =Up=U
2 ‘ dt F

ou U est constant au cours du temps. Nous appellerons équipotentielles les courbes pour lesquelles
la norme de dr/dt est constante, c’est a dire les courbes d’équation Up = constante. Pour
terminer, écrivons les équipotentielles a ’aide des parameétres «, 8 et D. On a

gmq gmo 1
Up = +§HQ||2H?“||2
[r=mrif] =72l
Rappelons-nous que
joy2 = St me)
= 53
En factorisant G(m; + mg) dans Uexpression de Up, on obtient finalement

B a 1 2)
+ + r
fr=nll =l "2

Up = G(m1 + ma) (
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Les quantités G, mq et my ne dépendent évidemment pas du temps. Les équipotentielles sont
donc les courbes d’équation

B a I [1*
+ e
lr =7l = rafl - 2D3

La boucle est bou l : les courbes qui apparaissent sur la figur ont les qpt ntielles
Pour termin entation des qpt tll S pou dff entes valeurs du ppt
mi/mgy des ma dM tM

/\ /—,

_

E 6 —mq = 100mo FIGURE 7 — mq = 1000m

Il resterait a parler du probleme de la stabilité des points de Lagrange. J’avoue étre rebuté
par la longueur des calculs. En particulier, la force de Coriolis que nous avons fait élégamment
disparaitre pour trouver les points de Lagrange intervient de facon cruciale dans 1’étude de leur
stabilité. On peut montrer que les points L1, Lo et L3 sont instables. En revanche, si le rapport

10



m1/mg est assez grand (ce qui est le cas pour le systéme Soleil-Terre ou Terre-Lune), alors les
points L4 et Ls sont des points stables.

Les points L4 et Ls étant stables, on peut s’attendre a y trouver des astéroides en équilibre. Ce
type d’astéroide est appelé un astéroide troyen.

e Pour le systéme Soleil-Jupiter, ces corps sont connus depuis longtemps. Ils constituent au
point L4 le camp grec et au point Ls le camp troyen. On en a catalogué un peu plus de
7000 et on pense qu’il y en a beaucoup plus.

e Pour le systeme Soleil-Terre, on connait deux astéroides troyens situés au point L4. Il
s’agit de (706765) 2010 T' K7, découvert en 2010 (diametre de 300 m) et de (614689) 2020 X Ls,
découvert en 2020 (diametre de 1.2 km). On n’a en revanche jamais observé d’astéroide
troyen au point Ls.

On trouve facilement sur Internet des informations sur les troyens associés a d’autres planétes.
Etant mathématicien et pas physicien, je ne m’aventurerai pas plus loin dans les détails. Je me
contenterai de faire remarquer que la réalité est bien plus complexe que le cadre que nous nous
sommes fixés dans cet article :

e La Terre ne décrit pas un cercle de centre G mais une ellipse de foyer G.

e Nous avons évalué le centre de gravité du systeme Soleil-Terre a 450 km du centre du
Soleil. Cependant, le centre de gravité du systéme Soleil-Jupiter se situe a 740000 km (!)
du centre de Soleil. Il est donc impossible de ne pas tenir compte de la planete Jupiter
dans un calcul précis des points de Lagrange du systéme Soleil-Terre.

o FEt caetera.
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