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Dans tout l’article, (Ω, T ,P) désigne un espace probabilisé.

1 Les inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

Proposition 1. [Inégalité de Markov]

Soit X : Ω −→ R+ une variable aléatoire réelle positive d’espérance finie. Pour tout réel a > 0,

P(X ≥ a) ≤ E(X)
a

Démonstration. Soit Y = a1{X≥a}. On a

E(Y ) = aE(1{X≥a}) = aP(X ≥ a)

Soit ω ∈ Ω. Si X(ω) < a alors Y (ω) = 0 ≤ X(ω). Si X(ω) ≥ a, alors Y (ω) = a ≤ X(ω). Ainsi,
Y ≤ X. Par la croissance de l’espérance, E(Y ) ≤ E(X) d’où le résultat. □

Remarque. Comme {X > a} ⊆ {X ≥ a}, on a aussi P(X > a) ≤ E(X)/a.

Proposition 2. [Inégalité de Bienaymé-Tchebychev]

Soit X : Ω −→ R une variable aléatoire réelle de variance finie. Pour tout a > 0,

P(|X − E(X)| ≥ a) ≤ V(X)
a2

Démonstration. Soit Y = (X − E(X))2. La variable aléatoire Y est à valeurs dans R+ et
d’espérance finie, puisque E(Y ) = V(X). Par l’inégalité de Markov,

P(Y ≥ a2) ≤ E(Y )
a2

Il reste à remarquer que

{Y ≥ a2} = {(X − E(X))2 ≥ a2} = {|X − E(X)| ≥ a}
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□

Le coefficient a2 de l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev nous dite que, d’une certaine façon,
celle-ci est « meilleure » que l’inégalité de Markov. Peut-on faire mieux ? Oui : au lieu d’élever
au carré, élevons à la puissance 4. Notons

M4(X) = E((X − E(X))4)

Proposition 3. [Inégalité de Je-ne-sais-qui]

Soit X : Ω −→ R une variable aléatoire réelle possédant un moment d’ordre 4 fini. Pour tout
a > 0,

P(|X − E(X)| ≥ a) ≤ M4(X)
a4

Démonstration. Soit Y = (X − E(X))4. La variable aléatoire Y est à valeurs dans R+ et
d’espérance finie. Par l’inégalité de Markov,

P(Y ≥ a4) ≤ E(Y )
a4

Il reste à remarquer que

{Y ≥ a4} = {(X − E(X))4 ≥ a4} = {|X − E(X)| ≥ a}

□

En élevant à des puissances encore plus grandes, on obtiendrait des inégalités encore meilleures.
L’idée des inégalités de Chernoff est simple : pourquoi ne pas carrément passer à l’exponentielle ?

2 La fonction génératrice des moments

2.1 La fonction génératrice des moments

Soit X : Ω −→ R une variable aléatoire réelle. La fonction génératrice des moments de X est la
fonction MX : R −→ R définie par

MX(t) = E(etX)

Plus précisément, MX(t) est défini pour tout t ∈ R tel que etX possède une espérance. On a

etX =
∞∑

k=0

Xk

k! tk

En admettant qu’il est légitime d’échanger l’espérance et le passage à la limite,

M(t) =
∞∑

k=0

E(Xk)
k! tk
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Soient X1, . . . , Xn : Ω −→ R des variables aléatoires réelles indépendantes. Soit X = X1 + . . . +
Xn. On a

MX(t) = E(
n∏

i=1
etXi)

Par le lemme des coalitions, les variables aléatoires etXi sont indépendantes. De là,

MX(t) =
n∏

i=1
E(etXi) =

n∏
i=1

MXi(t)

2.2 Quelques exemples

Loi de Bernoulli. Supposons que X ∼ B(p) où p ∈ [0, 1]. Par le théorème de transfert, on a
pour tout t ∈ R,

MX(t) = P(X = 0)et×0 + P(X = 1)et×1 = 1 − p + pet

Loi binomiale. Supposons que X ∼ B(n, p) où n ∈ N et p ∈ [0, 1]. On a pour tout t ∈ R,

MX(t) =
n∑

k=0
P(X = k)ekt

=
n∑

k=0

(
n

k

)
pk(1 − p)n−kekt

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(1 − p)n−k(pet)k

= (1 − p + pet)n

Loi géométrique. Supposons que X ∼ G(p) où p ∈ ]0, 1[. On a

MX(t) =
∞∑

n=1
P(X = n)ent =

∞∑
n=1

((1 − p)et)n

Cette série est une série géométrique. Elle converge si et seulement si

(1 − p)et < 1

c’est à dire t < − ln(1 − p). On a alors

MX(t) = p

1 − p

( 1
1 − (1 − p)et

− 1
)

= p

1 − (1 − p)et

Loi de Poisson. Supposons que X ∼ P(µ) où µ > 0. On a pour tout t ∈ R,

MX(t) = e−µ
∞∑

n=0

µn

n! ent = e−µ
∞∑

n=0

(µet)n

n! = eµ(et−1)

Prenons également quelques exemples de lois continues.
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Loi uniforme Supposons que X ∼ U([a, b]) où a < b. On a

MX(t) = 1
b − a

∫ b

a
etx dx

Le cas t = 0 est à regarder à part. On a

MX(0) = 1
b − a

∫ b

a
dx = 1

Pour tout t ̸= 0,

MX(t) = etb − eta

t(b − a)

Loi exponentielle. Supposons que X ∼ E(a) où a > 0. On a

MX(t) = a

∫ ∞

0
e−axetx dx = a

∫ ∞

0
e(t−a)x dx

L’intégrale ci-dessus est convergente si et seulement si t < a. On a alors

MX(t) = a

t − a

[
e(t−a)x

]∞
0

= a

a − t

Loi normale. Supposons que X ∼ N (m, σ2) où m ∈ R et σ > 0. On a pour tout t ∈ R,

MX(t) = 1
σ

√
2π

∫ +∞

−∞
e−(x−m)2/2σ2+tx dx

En posant x′ = x − m,

MX(t) = emt

σ
√

2π

∫ +∞

−∞
e−x2/2σ2+tx dx

On a
x2

2σ2 − tx = 1
2σ2 (x2 − 2σ2tx) = 1

2σ2 ((x − tσ2)2 − t2σ4) = 1
2σ2 (x − tσ2)2 − t2σ2/2

De là, en posant x′ = x − tσ2,

MX(t) = emtet2σ2/2

σ
√

2π

∫ +∞

−∞
e−x2/2σ2

dx = emtet2σ2/2

3 Les bornes de Chernoff

3.1 Introduction

Nous allons nous concentrer sur un cas particulier, celui à la variable aléatoire X suit une loi
binomiale. On peut également obtenir des inégalités pour d’autres lois, nous ne le ferons pas ici.

Supposons que Xi ∼ B(p) où p ∈ [0, 1]. On a alors X ∼ B(n, p). Par le théorème de transfert,

MXi(t) = P(Xi = 0) + P(Xi = 1)et = 1 + p(et − 1) ≤ ep(et−1)

De là,
MX(t) ≤ enp(et−1)
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3.2 Première borne de Chernoff

Lemme 4. Pour tout x > 0,
ln(1 + x) ≥ x

1 + x
2

Démonstration. Exercice. □

Proposition 5. Pour tout δ > 0,

P(X ≥ (1 + δ)np) ≤ e− 2npδ2
2+δ

Démonstration. Soit a = (1 + δ)np. Pour tout t ≥ 0,

{X ≥ a} = {etX ≥ eta}

et donc, par l’inégalité de Markov,

P(X ≥ a) = P(etX ≥ eta) ≤ E(etX)e−ta ≤ enp(et−1)−ta

Posons
φ(t) = np(et − 1) − ta

On a
φ′(t) = npet − a

Soit t0 = ln(a/np). La fonction φ décroît sur [0, t0] et croît sur [t0, +∞[. Elle admet donc un
minimum en t0. On a

φ(t0) = np

(
a

np
− 1

)
− a ln a

np

De là,
φ(t0) = np(δ − (1 + δ) ln(1 + δ))

Par le lemme,

φ(t0) ≤ np

(
(δ − (1 + δ) δ

1 + δ
2

)
= −2npδ2

2 + δ

En passant à l’exponentielle, on obtient le résultat. □

3.3 Deuxième borne de Chernoff

Proposition 6. Pour tout δ ∈ ]0, 1[,

P(X ≤ (1 − δ)np) ≤ e− 2npδ2
2−δ
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Démonstration. Prenons a = np(1−δ). Ceci revient à remplacer δ par −δ dans ce qui précède.

Pour tout t ≤ 0, posons u = −t de sorte que u ≥ 0. On a

{X ≤ a} = {e−tX ≥ e−ta} = {euX ≥ eua}

On retrouve une expression analogue à celle que nous avions pour la première borne de Chernoff,
d’où le résultat. □

3.4 Regroupons le tout

Remarquons que np = E(X). Soit δ ∈ R+.

• Si δ < 1, alors

{|X − E(X)| ≥ δnp} = {X ≤ (1 − δ)np} ∪ {X ≥ (1 + δ)np}

Les deux événements ci-dessus étant disjoints,

P(|X − E(X)| ≥ δnp) = P(X ≤ (1 − δ)np) + P(X ≥ (1 + δ)np)

≤ e− 2npδ2
2−δ + e− 2npδ2

2+δ

• Si δ ≥ 1, alors
{|X − E(X)| ≥ δnp} = {X ≥ (1 + δ)np}

et donc
P(|X − E(X)| ≥ δnp) ≤ e− 2npδ2

2+δ

Comparons avec l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev. On a V(X) = np(1 − p). Cette inégalité
est donc

P(|X − E(X)| ≥ δnp) ≤ np(1 − p)
δ2n2p2 = (1 − p)

δ2np

La figure ci-dessous représente, en traits pleins, le majorant pour les bornes de Chernoff, et en
pointillés celui pour l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

3.5 Le cas p = 1/2
Dans le cas où p = 1/2, seul δ ≤ 1 nous intéresse. On a

P(|X − n/2| ≥ δn/2) ≤ e− nδ2
2−δ + e− nδ2

2+δ

Comme 2 + δ ≤ 3,
P(|X − n/2| ≥ δn/2) ≤ 2e− nδ2

3

Posons λ = δn/2, de sorte que δ = 2λ/n. L’inégalité devient

P(|X − n/2| ≥ λ) ≤ 2e− 4λ2
3n
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Figure 1 – En fonction de δ, comparaison entre les bornes de Chernoff et l’inégalité de
Bienaymé-Tchebychev. En traits pleins, Chernoff. En pointillés, Bienaymé-Tchebychev.
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