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Dans tout l'article, (£2,7,P) désigne un espace probabilisé.
1 Les inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

Proposition 1. [INEGALITE DE MARKOV]
Soit X : Q0 — R une variable aléatoire réelle positive d’espérance finie. Pour tout réel a > 0,

E(X)

P(X >a) <
(X>0) <=

Démonstration. Soit Y = aljx>4). On a
E(Y) = aE(1{x>q}) = aP(X > a)

Soit w € Q. Si X(w) < a alors Y(w) =0 < X(w). Si X(w) > a, alors Y(w) = a < X(w). Ainsi,
Y < X. Par la croissance de l'espérance, E(Y) < E(X) d’ou le résultat. O

Remarque. Comme {X > a} C {X > a}, on a aussi P(X > a) <E(X)/a.

Proposition 2. [INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV]

Soit X : Q0 — R une variable aléatoire réelle de variance finie. Pour tout a > 0,

V(X)

P(X — E(X)| > a) < —5

a

Démonstration. Soit Y = (X — E(X))?2. La variable aléatoire Y est a valeurs dans R, et
d’espérance finie, puisque E(Y) = V(X). Par I'inégalité de Markov,
E(Y)

a2

P(Y > a?) <
Il reste a remarquer que

{Y > a®} = {(X ~E(X))* 2 @’} = {|X ~E(X)| > a}



g

Le coefficient a? de 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev nous dite que, d’une certaine facon,
celle-ci est « meilleure » que I'inégalité de Markov. Peut-on faire mieux ? Oui : au lieu d’élever
au carré, élevons a la puissance 4. Notons

Ma(X) = E((X — E(X))*)

Proposition 3. [INEGALITE DE JE-NE-SAIS-QUI]

Soit X : Q@ — R une variable aléatoire réelle possédant un moment d’ordre 4 fini. Pour tout
a>0,
M, (X)

P(X —E(X)| 2 a) < —

a

Démonstration. Soit Y = (X — FE(X))*. La variable aléatoire Y est & valeurs dans R et
d’espérance finie. Par 'inégalité de Markov,

EY)
4

P(Y > a') <
a

Il reste a remarquer que
¥ > '} = {(X —E(X))" > a'} = {|X — E(X)| > a}
a

En élevant a des puissances encore plus grandes, on obtiendrait des inégalités encore meilleures.
L’idée des inégalités de Chernoff est simple : pourquoi ne pas carrément passer a ’exponentielle ?

2 La fonction génératrice des moments

2.1 La fonction génératrice des moments

Soit X : 2 — R une variable aléatoire réelle. La fonction génératrice des moments de X est la
fonction Mx : R — R définie par
Mx(t) = E(e")

Plus précisément, Mx (t) est défini pour tout ¢ € R tel que e!X possede une espérance. On a

tX _ k
e = Z Nzl t
k=0
En admettant qu’il est légitime d’échanger 1’espérance et le passage a la limite,
o0 k
_ (X5) ok
M(t)=>" ot

k=0



Soient X1,...,X, : 2 — R des variables aléatoires réelles indépendantes. Soit X = X7 +...+
X,.On a

Mi(t) = E([] 59
=1

tX,

Par le lemme des coalitions, les variables aléatoires e**¢ sont indépendantes. De la,

n

Mic(t) = [T E() = T M. ()
=1

=1

2.2 Quelques exemples

Loi de Bernoulli. Supposons que X ~ B(p) ou p € [0, 1]. Par le théoréme de transfert, on a
pour tout ¢ € R,
Mx(t) =P(X =0)e™? + P(X = 1)e"t =1 — p 4 pe'

Loi binomiale. Supposons que X ~ B(n,p) ou n € N et p € [0,1]. On a pour tout ¢t € R,

Mx(t) = Y P(X =k)e"

k=0

= Z <Z>pk(1 _p)nfkekt
k=0

- > Z)(l —p)" e
0

Cette série est une série géométrique. Elle converge si et seulement si
(1—-pef <1

c’est & dire t < —In(1 — p). On a alors

P 1 D
Mx(t) =125 (1—(1—p>et 1) = - (1-pe

Loi de Poisson. Supposons que X ~ P(u) ot p > 0. On a pour tout t € R,

My (t) = e - - pw nt _ _—p - (:u’et)n_ u(et—1)

Prenons également quelques exemples de lois continues.



Loi uniforme Supposons que X ~ U([a,b]) ot a < b. On a

Mx(t) = bia /abetm e
Le cas t = 0 est a regarder a part. On a
1 b
My (0) = b_a/a dr =1
Pour tout t # 0,
oth _ pta
Mx(t) = Wh—a)

Loi exponentielle. Supposons que X ~ £(a) ou a > 0. On a
(o] o0
Mx(t) = a/ e el dy = a/ =97 4y
0 0

L’intégrale ci-dessus est convergente si et seulement si ¢ < a. On a alors

Mx(t) = tfa {e(t_“)x}zo = aC—Lt

Loi normale. Supposons que X ~ N(m, o) otm € Ret o > 0. On a pour tout ¢t € R,

M ( /Jroo (z—m) /202+tazd
T
X 0\/277
En posant ' = x — m,
Mx(t) = —= / " o gy
V21 J-
On a
2
x 1 2 1 22 42 4 1 22 42 2
ﬁ—tx 5 2(a: —20°tz) = ﬁ((x—ta ) —to ):ﬁ(a}—ta ) —t°0°/2

De 14, en posant o’ = x — to?,
emtet202/2 400

Mx(t) = Sy e~ /20% G = embet®o?/2
—00

3 Les bornes de Chernoff

3.1 Introduction

Nous allons nous concentrer sur un cas particulier, celui & la variable aléatoire X suit une loi
binomiale. On peut également obtenir des inégalités pour d’autres lois, nous ne le ferons pas ici.

Supposons que X; ~ B(p) ou p € [0,1]. On a alors X ~ B(n,p). Par le théoréme de transfert,
MXi(t) = P(X = 0) + P(X )e =1 —l—p(e _ 1) < ep(e —-1)

De 1,
Mx(t) < enple’=1)



3.2 Premiére borne de Chernoff
az

In(1 >

n(l+z)> T

(V]

Lemme 4. Pour tout x > 0,

Démonstration. Exercice. O
2np§2

P(X > (14 d)np) <e 2+

Proposition 5. Pour tout § > 0,

Démonstration. Soit a = (1 + §)np. Pour tout ¢ > 0,
{X > CL} — {etX > eta}

et donc, par I'inégalité de Markov,
P(X > a) = P > ') < E(e!N)e ' < enrle -1 te

Posons
o(t) =np(e! —1) — ta
&(t) = npe* —a

On a
Soit tgp = In(a/np). La fonction ¢ décroit sur [0,¢g] et croit sur [to, +oo[. Elle admet donc un

np

e

minimum en ty. On a
a
olto) =mp (5~ 1) ~aln
np

o(to) = np(d — (1 +0)In(1 + §))

De la,
Par le lemme,
olto) < mp ((6 (10— g) - Tt
En passant a I’exponentielle, on obtient le résultat. [J
3.3 Deuxieme borne de Chernoff
_ 2nps?

2—0

Proposition 6. Pour tout 6 € ]0,1],
P(X <(1-6)np) <e



Démonstration. Prenons a = np(1—4). Ceci revient a remplacer d par —d dans ce qui précede.

Pour tout t <0, posons u = —t de sorte que u > 0. On a
{X < a} — {e—tX > e—ta} — {euX > eua}

On retrouve une expression analogue a celle que nous avions pour la premiere borne de Chernoff,
d’ou le résultat. J

3.4 Regroupons le tout

Remarquons que np = E(X). Soit § € R;..

e Si§ <1, alors
{|[X —E(X)| = dnp} = {X < (1 —d)np} U{X > (1 + 0)np}
Les deux événements ci-dessus étant disjoints,

P(IX - E(X)| > dnp) = P(X < (1-4d)np) +P(X = (1+6)np)

_2np62 _2np62
< e 2-¢8 +e 245

e Si g >1, alors
{|IX —E(X)| > dnp} ={X > (1 + )np}

et donc ,
2npd
B(IX — E(X)| > bnp) < e 55
Comparons avec l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. On a V(X) = np(1 — p). Cette inégalité

est donc 1 . )
np{i—p - D
P(|X —E(X)| > dnp) < =
(1 (X)| = dnp) < 52n2p? 82np
La figure ci-dessous représente, en traits pleins, le majorant pour les bornes de Chernoff, et en
pointillés celui pour 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

3.5 Lecasp=1/2
Dans le cas ou p = 1/2, seul § < 1 nous intéresse. On a

né2

n 2
P(|X —n/2| > 6n/2) < ¢ 555 4 e 55

Comme 2+ § < 3,

né2
P(|X —n/2| > on/2) < 2¢~ "5

Posons A\ = dn/2, de sorte que 6 = 2\ /n. L’inégalité devient

42

P(|X —n/2| > X) <2 sn
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FIGURE 1 — En fonction de §, comparaison entre les bornes de Chernoff et I'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev. En traits pleins, Chernoff. En pointillés, Bienaymé-Tchebychev.
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