Autour de l'intégrale de Gauss

Marc Lorenzi

10 juillet 2025

1 Introduction

Soient a, b, c € C. Considérons 'intégrale
+oo 5
I(a,b,c) = / et —btme gy
— 00

Nous allons dans cet article démontrer le résultat suivant.

Théoréme 1. SiRe(a) > 0, Uintégrale I(a, b, c) est absolument convergente. Sia # 0
et Re(a) = Re(b) = 0, elle est semi-convergente. Sinon, elle diverge. Dans les cas de

convergence,
T b2—4ac
I(a,b,c) = \/7(:‘ 7a
a

Remarque. Qu’entendons-nous par /a? Soit a € C*. Posons a = re*” ou r = |a| et
0 = arg(a) € | — m,7]. Le nombre complexe a posséde deux racines carrées opposées,
qui sont

0

0
+/re'2
Nous choisissons
0
Va =/re'z

Remarquons que arg(y/a) € ]—%, %} Si Re(a) > 0, on a méme arg(y/a) € ]—%, %]

Le théoréme [T est trés général. Si nous prenons a = 1 et b = ¢ = 0, nous obtenons

+o00o 2
/ e Vdt=7

— 00

Cette intégrale est souvent appelée intégrale de Gauss. Si x € R, a = 1+ iz/2 et
b = ¢ =0, nous obtenons facilement

+oo ) ) 2
/ e Ve Wt = /me™ T

—00

En d’autres termes nous venons de calculer la transformée de Fourier de la fonction
2 . . .
t — e~ ", Pour prendre un dernier exemple, sia = —i et b=c =0,

too - x
/ et dt = /me's

— 00



Il n’est méme pas évident que l'intégrale ci-dessus converge. La partie réelle et la
partie imaginaire de cette intégrale sont appelées les intégrales de Fresnel :

+oo +oo P
/ costzdt:/ sintzdtzw/f
—00 —00 2

Nous allons démontrer le théoreme 1| en plusieurs étapes. Nous commencerons par le
calcul de l'intégrale de Gauss, ¢’est a dire I(1,0,0). Nous traiterons ensuite les cas

a et b réels.

a réel, b complexe.
a complexe, b = 0.
a et b complexes.

2 L’intégrale de Gauss

Notons f : R — R la fonction définie pour tout = € R par

fla) =€

La fonction f est paire, et f € C*(R).
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FIGURE 1 — La courbe de Gauss

2.1 Intégrabilité

Notons F' : R — R la fonction définie pour tout x € R par

F(z) = /0 "y at

F est la primitive de f qui s’annule en 0. Comme f > 0, F est strictement croissante.
Comme f est paire et F'(0) = 0, F' est impaire.

Proposition 2. f est intégrable sur R.



Démonstration. Comme f est positive sur R, il suffit de montrer que F' est bornée.
Par parité, il suffit de montrer que F' est majorée sur [1, +o00[. Pour tout & > 1,

1 T
F(z) = /O F(£)dt + /1 F(t) dt

1 T
< / f(t)dt +/ e tdt
0 1
1
= / fO)ydt+e—e™
0
1
)
< / e " dt+e
0
F est donc majorée. [J
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FIGURE 2 — La fonction F

2.2 Le calcul de l’intégrale de Gauss

Proposition 3.

+o0 5
/ e " dr =7

— 00

Démonstration. Par parité, il suffit de calculer I'intégrale de 0 & +o00. Pour tout
R > 0, soit Cr le carré [0, R] x [0, R]. Soit également
Dp ={(z,y) €RY : 2° +y* < R?*}

Dpg est un quart de disque, de centre 0 et de rayon R.
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F1GURE 3 — Carré et quarts de disque

Posons

Par le théoreme de Fubini,

R 2 R 2 2 2
112;{:/ e " da:/ eV dy:// e ¥ 7Y drdy
0 0 Cr

Remarquons que D C Cr C Dy 5. On a donc

// e Y dy dy < 1123 < // e Y dy dy
Dr D

RV2

Dp, est 'image par application (r,0) — (rcos@,rsind) du domaine
AR:{(T,Q)ERQ:OgrgR,OSQSg}

Rappelons que lors du changement de variables en polaires, drdy = rdrdf. On a

donc
// e=v v dedy = // e~ rdrdf
DR AFx’.
Par le théoreme de Fubini,
B R 2
/ d9/ re” " dr
0 0
’I"2 R

// e rdrdd
AR
<,

™
4
- 10



De méme,

// e g dy = // e rdrdf = % (1 — 6_2R2)
Dryz Apyvz

Nous avons donc pour tout R > 0 ’encadrement

s _p2 ™ _ 2
e =i (1-")

Lorsque R tend vers +o0, le minorant et le majorant tendent vers 7. Par le théoreme

donc Ir, qui est positive, tend vers @ O

s

d’encadrement, 112% tend vers 7,

2.3 Le théoréme 1, premiere généralisation

Soit P = aX? + bX + ¢ € R[X] ot @ > 0. On vérifie facilement que la fonction
x — e P@) est intégrable sur R.

+oo 2
_ T b2—4ac
/ e P dy = \/>e Ta
—es a

Démonstration. Pour tout z € R,

b\> b2 —dac
P = [R— — -
() =a (x + 2a> 4a

Proposition 4.

De la,

+oo 2 +oo
b“—4dac b \2
/ e P@ dy = e / e"o@+3a)" gy
— 00 — 0o

Posons ¢t = v/a(z + £). On a

+ +
/Ooe—a(w-*%zdx:i/ Ooe—tzdt: il
—so Va ) o Va

d’ou le résultat. O

3 Transformée de Fourier

La fonction f:t+— et est intégrable sur R, elle posseéde donc une transformée de

Fourier qui est la fonction Ff : R — R définie pour tout « € R par

+oo 5 )
Fflx)= / e Vet gt

— 00

Nous allons calculer Ff par deux méthodes.



3.1 Premiere preuve - convergence dominée et équation diffé-
rentielle

Proposition 5. Pour tout x € R,

Démonstration. Considérons la fonction ¢ : R? — R définie par

—t? —ixt

oz, t)=e"e
La fonction ¢ est de classe C* sur R. Pour tout (z,t) € R?,
(e, t) ="
La fonction ¢ — et est intégrable sur R. Par le théoréme de convergence dominée,
t — p(x,t) Vest aussi et la fonction g = Ff est continue sur R.
Pour tout (z,t) € R,
P ot —ixt

—(x,t) = —ite” " e

5 (0 0)
De la

)

&p - 42
0| = 1l

La fonction ¢ —s [tje=t"

+oo “+oo 400
/ Itlet" dt = 2/ te~t" dt = [—e—fz] —1
0 0

— 00

est intégrable sur R. En fait,

Par le théoreme de convergence dominée, la fonction g est donc dérivable sur R et
pour tout z € R,
+oo 5 )
g (z) = —i/ te e " dt
— 00

Intégrons par parties en posant u’ = te=t et v = e~ 11 vient

1, .17 1 +oo ,
g/(x) = — <|:2t2€wct:| o E'LI/ eftzef'm:t dt)

1
= 5% (z)
La fonction g est donc solution sur R de ’équation différentielle

1
(E) y' + Zy =0

Une solution évidente de (E) est la fonction gy définie par

22

go(x) =e 4
1l existe donc ¢ € R tel que g = cgo. Evaluons en 0 pour obtenir

+o00o
g(0) = / e~ dt = /7 = cgo(0) = c

—00

d’ou le résultat. O



3.2 Intermeéde

Notre deuxieme preuve va utiliser le théoréme de Cauchy. Comme nous utiliserons
plusieurs fois ce théoréme dans la suite, disons en quelques mots.

Soit f: 2 — C ou Q est un ouvert de C. La fonction f est holomorphe sur € lorsque
pour tout z € 2, f est dérivable en z, c’est a dire que lorsque le nombre complexe h
tend vers 0, le quotient

fz+h) - f(2)

h
a une limite finie. Cette limite est la dérivée de f en z et on la note évidemment
f'(2). Par exemple, les polyndmes, la fonction exponentielle, sont holomorphes sur C
et leurs dérivées sont ce que I’on pense. Les opérations sur les fonctions dérivables bien
connues pour les fonctions de variable réelle s’étendent aux fonctions holomorphes.
Par exemple, la fonction f : z — e est holomorphe sur C et pour tout z € C,

F(z) = —2ze7%

Un chemin est une fonction v : [a,b] — C (olt a,b € R et a < b) de classe C! par
morceaux, ou [a, b] est un segment de R. Le support de + est v([a,b]) C C. Le chemin
~ est un lacet lorsque v(b) = y(a).

Si le support de y est inclus dans €2, l’intégrale de f le long de v est

b
/ f(z)dz = / FOH )Y (1) dt

On peut montrer que cette intégrale ne dépend, au signe pres, que du support de ~.
En orientant 7, on fixe également le signe.

Le théoréeme de Cauchy nous donne la valeur de l'intégrale d’une fonction holomorphe
le long d’un lacet.

Proposition 6. Soit Q un ouvert de C. Soit f : Q@ — C une fonction holomorphe.
Soit v un lacet dont le support est inclus dans . On a alors

L f(z)dz =

Dans cet article, nous ne considérerons que des lacets tres, simples, a savoir

e Des rectangles dont les c6tés sont paralléles aux axes de coordonnées.
e Des parts de camembert.

3.3 Deuxieme preuve - holomorphie

Démonstration. Soit z € R. Si x = 0, I'égalité est évidente. Supposons donc = # 0.
Soit R > 0. Posons

m = [-RE|

v = [R, R + ix]

v3 = [R+iz,—R+ ix]
v = [-R+iz,—R]



Soit v la réunion de ces 4 chemins. Pour étre tout a fait exacts, v et les ; sont des
chemins dont les supports sont donnés ci-dessus.

“R4+ix 3 R+ ix
V4 V2
0
-R gl R

FIGURE 4 — Le lacet

Le chemin v est un lacet. Par le théoréeme de Cauchy,

/efz2 dz=0
¥

2 R 2
/ e * dzz/ et dt
Y1 —-R

Lorsque R tend vers +oo, cette intégrale tend vers l'intégrale de Gauss, c’est a dire
N

Paramétrons vo par z = R+ it, t € [0,z]. On a

xr
/ e dy = z/ e~ (B+it)” gy
Y2 0

T
2 ; 2
— R / e~ 2iRt t* 1y
0

xT
2 2 2
/efz dz| <e / el dt
V2 0

Lorsque R tend vers 400, le majorant tend vers 0. On a le méme résultat pour
I'intégrale sur 4. Enfin, paramétrons s par z =t + iz, t € [-R, R]. On a

2 R . 2
/ e % dz / e~ (1) gy
Y3 -R

2 R 2 .
— em / €7t ef2zxt dt

—R

On a

De la,

Ainsi, en regroupant les morceaux et en passant a la limite,

+oo 2 ; 2
/ e—t e—2zzt dt = \/Ee—a:

— 00

On en déduit le résultat en remplagant = par /2. O



3.4 Le théoreme 1, deuxiéme généralisation

Proposition 7. Soient a € R% et b,c € C. Soit P = aX?+bX +c. Ona
e 2 _4ac
/ e P@ dy = \/?6174:
o a

Démonstration. Posons b =p+ ig, ou p,g € R. On a

2 dac — p?
P o= aX*pX+igX te=a(X+ L) tigx + 2
2a 4a
2 dac — p? — 2i
= a(X+£) —|—Zq<X+£) +M
2a 2a 4a
Posons
d dac — p? — 2ipq
N 4a
En faisant le changement de variable t = x + 2, il vient
“+o0 “+o0 5 )
/ e @) gy = e_d/ e et gt
Posons u = ty/a pour obtenir
+oo e_d +oo 5 )
/ e P@ gy = —— e~ W eTtau/Va gt
oo Va J_o
—d
e q
= SFHL)

Va

Remarquons maintenant que

d+£ _ dac — p? — 2ipq n q> _ dac — p? — 2ipq + ¢° _ dac — b?
4a 4a 4a 4a 4a

+oo
/ e P@ dy = \/?ezz
—oo a

Et donc,

4 Fin de la preuve du théoreme 1

Dans ce qui précede, nous avons calculé les intégrales

+oo
/ e PO gy

ounp=aX?+bX+cavechcecCetac R* . Nous allons maintenant autoriser a a
prendre des valeurs non réelles. Commengons par prendre b = ¢ = 0.



4.1 Intégrale de Gauss avec un parametre complexe
Proposition 8. Soit a € C*. On suppose que Re(a) > 0. L’intégrale sz et dt

est convergente et
+
/ Ly L
—s a

Démonstration. Posons a = pe'® ot p > 0 et € [—3,%]. Soit R > 0. Soit
Y =mU7rU7s o

o= [OaR]
Yo = {ZGC:\Z|:R,argZE[O,%]}
V3 o= {ze@:\z|§R,argz=%}

73 Y2

FIGURE 5 — Le lacet ~

2 R t2
/ e P dz=/ e P dt
71 0

Lorsque R tend vers l'infini, I'intégrale sur v; tend vers

/+oo€pt2dt1 T
0 2V p

Paramétrons 73 par z = te', t € [0, R]. On a

2 R 2 i R 2
_ i _ ia o _
/epz dz:e%/ e rte dt:e%/ e dt
v3 0 0

Paramétrons enfin v, par z = Re, t € [0,5]. On a

/ e P dz = iR/
Y2 0

Majorons le module de cette intégrale.

2 3 _p2_2it
/e”zdzgR/ ’e”Re
Y2 0

10

On a

N3}

o p2 2it
e PR it gt

dt = R/S e PR cos2t gy
0




La fonction t +— cos2t est concave sur [0, F]. Sa courbe est donc au-dessus de la

corde dont les extrémités sont les points d’abscisses 0 et 7. Dit autrement, pour tout
telo0, 7],

4
cos2t >1— —t
T

On a donc
/ e P dy < R/2 e PRI =20 gt
Y2 0
2 2 4pR2
= Re PR / e T tdt
0
T _oR? 2paR? 1
= —e e = —
4pR
Comme a < %,
2pa R2
e w —1§epR2—1§e”R2
Ainsi,
2 e
/ e P dz| < —
72 4[)R

Lorsque R tend vers 'infini, le majorant tend vers 0 et donc l'intégrale sur - aussi.

La fonction z —3 e~P*" est holomorphe sur C. On peut donc appliquer le théoreme

de Cauchy :
/ e dz =0
.

/efpz2dz+/ efpz2dzf/ 67’”22dz:0
Y1 Y2 3

En rassemblant ce qui précede,

R
ei%/ et —» LT
0 R—+4oc0 2 p

R
1 1
/ e g s = \/7?,“ = -
0 R—+4o00 2 \/f)eli 2

ou encore

ou encore

SHES

L’intégrale 0+OO e~ dt est donc convergente et

+oo
2 1
/ e dt:f”z
0 2V a

at?

Par parité de la fonction t — ¢~ | on en déduit le résultat. [

4.2 Le cas des imaginaires purs

Attardons nous un instant sur le cas ou a est un imaginaire pur.

Soit a € C* de partie réelle positive ou nulle. Posons a = p —ig ou p € Ry et g € R.
Pour tout t € R,

7(1752 2

_pt2 4
e —e pt ezqt

11



et donc ) ,
efat — efpt

Si p > 0, la fonction ¢t — e Pt est intégrable sur R. Ainsi, la fonction ¢t — e—at’

. . ~ . . . . . — 2
I’est aussi. En revanche, si p = 0, c’est a dire si a est imaginaire pur, ‘e at ‘ =1.La

fonction ¢ — e~ n'est donc pas intégrable sur R. L’intégrale de la proposition
est donc semi-convergente.

Creusons un peu. La proposition |§| nous dit que pour tout ¢ € R7,

+oo
/ 1t gt = \/?ew4r
—oo q

En prenant partie réelle et partie imaginaire, on obtient

“+oo “+o0 T
/ cos(qt?) dt = / sin(qt?) dt = /2—
— 00 —0o0 q

Le cas particulier ¢ = 1 donne

+oo “+oo
1
/ costzdt:/ sintht:\/?

Ces deux intégrales sont les intégrales de Fresnel. Elles sont les limites en +oo des
deux fonctions C, S : R — R définie par

Cz) = /COStht
0

S(z) = /sintht
0

1.0 A

0.5 1

0.0 4

—0.5 1

_1.0 <

T T T
—-10.0 -7.5 -5.0 —2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

FIGURE 6 — Les fonctions C' et S

La courbe paramétrée z — (C(x), S(z)) est la clothoide, ou spirale de Cornu, ou
encore spirale d’Fuler. Elle possede de nombreuses propriétés remarquables. Entre
autres choses, a similitude pres, la clothoide est I'unique courbe dont la courbure est
proportionnelle & ’abscisse curviligne.

12
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FIGURE 7 — La clothoide

4.3 Le cas général - convergence

Soient a, b, c € C. On suppose a # 0. Soit P = aX? +bX +c. Soit f : C — C définie
par
f(z) = e

A quelle condition sur a et b 'intégrale fjoooo f(t) dt est-elle convergente ? Lorsqu’elle
converge, quelle est sa valeur 7 Remarquons que ¢ n’intervient dans ’expression de f
par le facteur e~ ¢. Nous pouvons donc sans restreindre la généralité supposer ¢ = 0
dans notre discussion. Posons a = p + ig, ou p,q € R.

Supposons d’abord p # 0. Pour tout t € R,
[F(B)] = e7P e
Si p > 0, pour tout ¢ assez grand en valeur absolue,
F@O] < et

La fonction f est donc intégrable sur R. Si p < 0, pour tout ¢ assez grand en valeur
absolue,
1 2
[f()] > e72?
Lorsque t tend vers £oo, | f(t)| tend vers +oo. L’intégrale est donc divergente. Il reste
a examiner le cas ou p = 0. Dans ce cas, on a pour tout ¢t € R,

f(t) — efithefbt

Il s’agit cette fois-ci de discuter sur b. Posons b = a+ i3, ou o, 5 € R. On a pour tout
teR,

[f@)] = e

Si a0 < 0, le module tend vers +oo lorsque ¢ tend vers +oo. Si a > 0, le module tend
vers +o0o lorsque ¢ tend vers —oo. Dans les deux cas, l'intégrale est divergente. Nous

13



sommes donc ramenés a 'ultime cas a = 0. On a donc pour tout ¢ € R,
Ft) = e—ilat*+8t) _ 6—@(”%)%%

. 7’ oo —q 2
Nous avons vu que l'intégrale [ 0 e=iqu’ gy est convergente. Prenons ¢ > 0 pour
— 00

fixer les idées (si ¢ < 0 il suffit de passer au conjugué). En remarquant que

NN

—+o0
—iou2 T
/ e " du:\/76 a
—o0 q

En posant u =t + 2%, il vient

—+oo
/ e+ 5" gp — \/?eil
—co q

On en déduit que U'intégrale de f converge, et

+o0o . 2
/ f@)dt =, [Tei%etm
—o0 q

Pour conclure, nous avons le résultat suivant.

on a

Proposition 9. Soient a,b,c € C. L’intégrale

+o0 5
/ e—at —bt—c dt
—00

converge si et seulement si Re(a) > 0 ou bien Re(a) = 0 et Re(b) = 0.

4.4 Le cas général - valeur de l’intégrale

Commencgons par le cas de la semi-convergence.

Proposition 10. Soient a € C* et b,c € C. On suppose Re(a) = Re(b) = 0. Alors,
—+oo
/ efat2fbtfc dt = \/?6 bQZ;ac
oo a

Démonstration. Lorsque ¢ = 0, Nous avons déja calculé 'intégrale dans le para-

graphe précédent :
+oo 2 2
2 T .z B T B
/ em gt = [ —eTiieTm = [ —eT

Rappelons-nous que a = iq et b = i3. On a donc

g _ v

4q  4da

14



Ainsi, si a et b sont imaginaires purs,

+oo
_at?— T b2
e at”—bt dt = Zeta
— 0o a

Lorsque ¢ est quelconque, il suffit de multiplier par e~¢ pour obtenir le résultat. [

Passons au cas de la convergence absolue.

Proposition 11. Soient a € C* et b,c € C. On suppose Re(a) > 0. Alors,
+
NS a

Démonstration. Ici encore, il suffit de traiter le cas ou ¢ = 0. Le cas général s’en
déduit en multipliant par e~ €. Pour tout ¢ € R,

b\?% »?
Pibt=alt+—] — —
at”+ a(+2a) 4a

Posons % = x4y, ou x,y, € R. Siy =0, le changement de variable u = t+ % donne

le résultat. Nous pouvons donc supposer y # 0. Remarquons que le changement de
variable u = —t montre que I(a,b,0) = I(a, —b,0). Quitte a remplacer b par —b, nous
pouvons donc supposer y > 0.

Soit R > 0. Considérons le rectangle v = 3 U 2 U y3 U 4 ol

Y1 = [_R7 R]
Y2 = [R,R+iy
13 = [-R+iy, R+iy
Y4 [—R,—R +iy]
—R+ iy Y3 2 R+ iy
Y4 Y2
0
-R 7 R

FIGURE 8 — Le lacet ~

R
/ e dz :/ e~ dt
Y1 -R

Lorsque R tend vers l'infini, cette intégrale tend vers \/g .

15



Paramétrons 3 parz=x+t+iy=%+t,t€ [-R—2z,R—1]. On a

R—x
/ e dy = / e~ o(H+H)? 1t
Y3 —R—x

2 [T 2
= efﬂ/ et bt gy
—R—=z

Lorsque R tend vers 400, 'intégrale sur v3 tend vers

+oo

_u2 —at?—

e 4&/ et = gy
— 00

Paramétrons maintenant yo par z = R+it, t € [0,y]. On a

/ 67(122 dz = Z/y 67(1(R+it)2dt
Y2 0

Posons a = p +iq, ot p € R} et ¢ € R. Remarquons que

N2
’efa(R+zt)

P2 o 2
‘6 aR e 2'LaRteat

. R2 2
= ¢ pR €2th€pt

On a donc (rappelons que y > 0)
/ e dz
72

Le majorant tend vers 0 lorsque R tend vers +oo. Il en est donc de méme pour
Iintégrale sur ~s.

Y
2 2
S epr / quRtept dt
0

2 2
< e PR ymax(1,eRY)ery

Enfin, le méme raisonnement peut étre fait pour 'intégrale sur 74 : celle-ci tend aussi
vers 0 lorsque R tend vers +oc.
/ e dz =0
¥

En regroupant ce qui précede et en faisant tendre R vers +o00, on obtient finalement

+oo
_u2 _at?_ ™
e 1a e at”—bt dt = 7
— 0o a

Par le théoreme de Cauchy,

d’otu le résultat. [

5 La loi normale

5.1 Introduction

Soit (£2,T,P) un espace probabilisé. Soient m € R et o € R*. Soit X : & — R une
variable aléatoire réelle. La variable aléatoire X suit la loi normale de parametres m
et o lorsque pour tout z € R,

1 z (t—m)?
P(X <z)= / e 27 dt
oV21 J-_x

16



Nous noterons X ~ N(m,c?).

Le changement de variable u = t—m et notre maitrise de 'intégrale de Gauss montrent

que
1 Too o2
/ e Edt =1
oV21 J -

Nous avons donc bien la une loi de probabilité.

Proposition 12. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi N'(m,o?). La variable
aléatoire X posséde une espérance et une variance, qui sont

E(X)=m et V(X)=o?

Démonstration. Posons

Pour tout y € R,
{Y<yt={X<m+oy}

1 m+oy (t—m)?
P(Y <y) = / e 2.2 di

On a donc

ovV2T

Posons t = m + ou dans U'intégrale. On obtient

1 v
P(Yﬁy):ﬁ/ e 7 du

Ainsi, Y ~ N(0,1). Supposons montré E(Y) = 0 et V(Y) = 1. On a alors le résultat
par les propriétés usuelles de I'espérance et de la variance. [

11 nous reste & déterminer espérance et variance de la loi normale A/(0, 1). Nous allons
faire mieux et déterminer tous les moments de cette loi.

5.2 Moments

Nous allons dans ce paragraphe calculer, pour tout n € N, les intégrales
o0 5
I,(a) = / e dx
—0o0

ou a € C* vérifie Re(a) > 0. On vérifie facilement que les intégrales I,,(a) sont
absolument convergentes. Lorsque n est impair, 'imparité de la fonction intégrée
montre que I,(a) = 0.

Proposition 13. Pour tout n € N,

Inn(a) = _@mt

22npla \ a
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Démonstration. Montrons ’égalité par récurrence sur n. Nous savons déja que

I()(a) =

SHES

Soit n>1. On a
+oo 5
Iy, (a) = / R

— 00

Intégrons par parties en posant

—_ 2 J—
u =z et v=g2"!

de sorte que

u=——e" et o =(2n—1)z2"2

Il vient

1 +oo 2p—1 [T
Ign(a) _ _% {x2n—1e—ax2} + n2a / x2n—2€—aac2 dx
— 0 o

Le terme intégré est nul. On a donc

m—1 [T , o 2n —1
Ir,(a) = 5 / 227207 gy = Tlgn_g(a)

Par ’hypothése de récurrence,

I _2n—1 (2n — 2)! T
T g 22— Dlan1\ @

d’ou, facilement, le résultat. [

5.3 Les moments centrés de la loi normale

Il est maintenant immédiat de calculer les moments centrés en m d’une variable
aléatoire X qui suit la loi normale A (m, o). Ces moments sont, pour tout n € N,

1 oo t2 1 1
Mo (X) =E((X —m)") = —— =
(0 =B —m = —— [ e ()

Si n est impair, M, (X) = 0. En particulier,

E(X —m) =M (X)=0

et donc
E(X)=m
Pour tout n € N,
1 (277,)' n_2n 2 (2”’)' 2n
My, (X) = oy 22”71!2 o "V 2mo? = i

En prenant n =1,

I
Q

V(X) = E((X —m)?) = Ma(X) = 0”

18



	Introduction
	L'intégrale de Gauss
	Intégrabilité
	Le calcul de l'intégrale de Gauss
	Le théorème 1, première généralisation

	Transformée de Fourier
	Première preuve - convergence dominée et équation différentielle
	Intermède
	Deuxième preuve - holomorphie
	Le théorème 1, deuxième généralisation

	Fin de la preuve du théorème 1
	Intégrale de Gauss avec un paramètre complexe
	Le cas des imaginaires purs
	Le cas général - convergence
	Le cas général - valeur de l'intégrale

	La loi normale
	Introduction
	Moments
	Les moments centrés de la loi normale


