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1 Loi géométrique

1.1 Le premiér succes

Soit p € ]0,1]. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, F,P), suivant une loi de Bernoulli de parametre p.

Pour tout w € €, soit

Sw)={neN": X,(w) =1}

Posons N = N* U {co}. L’ensemble N est dénombrable, munissons-le de la tribu 7 = P(N).
Soit T : Q — N définie par T'(w) = min S(w) si S(w) # 0 et T(w) = oo si S(w) = 0.

De fagon informelle, X,,(w) décrit le succeés ou 1’échec d’une expérience aléatoire sur w. L’entier T'(w) est
le nombre d’essais nécessaires a 1’obtention d’un succes, c’est a dire le temps d’attente avant le premier
succes de 'expérience. Dans cette section et la suivante, nous allons étudier les propriétés de T'. Nous
nous intéresserons ensuite aux temps d’attente avant le second succes, le troisieme succes, etc.

1.2 Laloide T

Commengons par un résultat sans lequel il n’y aurait pas d’article : T est bien une variable aléatoire.
Proposition 1. T est mesurable.

Démonstration. Comme I'ensemble d’arrivée de T' est dénombrable, il suffit de montrer que pour tout
neN, {T=n}eF.

Soit n € N*. On a
n—1

{T=n}={X1=0,..., X, 1=0,X, =1} ={X,, = 1} n [ |{Xx = 0}
k=1

L’ensemble {T" = n} est une intersection (finie) d’événements de la tribu F donc {T' = n} € F. On a

aussi
oo

{T=00} ={X1=0,X,=0,..} = [ |{Xx =0}
k=1

L’ensemble {T' = oo} est une intersection (dénombrable) d’événements de la tribu F donc {T' = oo} € F.
O



La fonction T est ainsi une variable aléatoire définie sur €, & valeurs dans N.
Proposition 2. Pour tout n € N*, P(T =n) = p(1 — p)"~ L.

Démonstration. Soit n € N*. On a
{T:n}:{Xl :0,...,Xn_1 :O,Xn: ].}

Par I'indépendance des Xp,

O
Proposition 3. P(T = o0) = 0.

Démonstration. Pour tout n € N*,
{IT'=00}={X;=0,X2=0,..} C{X; =0,...,X, =0}
De la, par I'indépendance des Xj,
PT=00)<P(X;=0)...P(X,=0)=(1-p)"

Comme 0 <p<1,0<1—p<1etdonc (1—p)” tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. [

Remarque. Nous avons donc P(T' € N*) = 1. Le temps d’attente avant le premier succes de l'expérience
est presque stirement fini.

1.3 La loi géométrique

Une définition s’impose.

Définition 1. Soit p € |0, 1]. La variable aléatoire 7 : @ — N suit une loi géométrique de paramétre p
si pour tout n € N*,
P(T =n)=p(l-p""

On note T ~ G(p).

Remarque. Le cas p = 1 est un peu & part. On a dans ce cas P(T = 1) = 1 et pour tout n > 2,
P(T = n) = 0. La variable aléatoire T est donc presque slirement constante, égale & 1.

Si p # 1 alors pour tout n € N*|

P(T=n+1)-P(T=n)=p(1-p)" —p(l-p)" " =—p*1-p)" ' <0
La suite (P(T' = n)),>1 est donc strictement décroissante. De plus, elle tend clairement vers 0 lorsque n
tend vers 'infini.

Remarque. Nous avons écarté de notre définition la valeur p = 0. Pour p = 0, nous obtiendrions pour
tout n € N*, P(T' = n) = 0. Ceci entrainerait P(T" = co) = 1 ou encore que T' est presque strement
infinie, ce qui est assez peu souhaitable.
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FIGURE 1 — P(T = n) pour p = 1/10

Remarque. Soit T' ~ G(p). Que vaut P(T'= 00)? On a
Q={TeN}={T=o0}U [ J{T=n}
neN*
Les événements de la réunion ci-dessus sont disjoints, donc
1=P(Q)=P(T=00)+ Y P(T=n)
neN*

Comme 0<1—p<1,

> P(T =n) pY (1—p!

neN* neN*
_ p
1—-(1-p)
= 1

Ainsi, 1 =P(T = 00) 4+ 1 et donc P(T = o0) = 0.

Nous pouvons donc donner une définition quasi-équivalente de la loi géométrique pour des variables
aléatoires a valeurs dans N*.

Définition 2. Soit p € ]0,1]. La variable aléatoire T : Q@ — N* suit une loi géométrique de paramétre
p si pour tout n € N*,
P(T =n)=p(l-p""

Remarque. Dans la suite, nous étudierons des propriétés d’une variable aléatoire qui suit une loi géo-
métrique. Lorsque ces propriétés ne dépendent que de la loi de T' et pas vraiment de T, nous pourrons
tout aussi bien supposer que T est le temps d’attente d’un premier succes, défini en 1.1.



1.4 Absence de mémoire

Intéressons-nous a la probabilité que le temps d’attente d’un succes soit plus grand qu’une certaine valeur.

Proposition 4. Soitp € ]0,1]. Soit T ~ G(p). Pour tout n € N,

B(T > n) = (1-p)"

Démonstration. Sip =1, le résultat est immédiat. Supposons p # 1. Soit n € N. On a

{T>n}= |J {T=k

k=n+1

Cette union est disjointe donc

P(T>n) = > PT=k)

O

Proposition 5. Soit p € ]0,1]. Soit T ~ G(p). Pour tous m,n € N,

P(T >m+n) =P >m)P(T > n)

Démonstration. Soient m,n € N. On a

P(T>m+n) = —p)mtn

(
= (1=-p"1-p)"
= P(T >m)P(T >n)

1
1

O

Cette propriété traduit ce que I'on appelle l'absence de mémoire de la loi géométrique. En termes de
probabilités conditionnelles, elle peut aussi s’écrire

P(T >m+n|T >m)=P(T >n)

Si j’ai réalisé une méme expérience m fois de suite et que j’ai obtenu m échecs (c’est a dire T > m),
quelle est la probabilité que je doive faire encore au moins n fois I’expérience avant d’obtenir un succes
(c’est & dire T > m+n) ? Eh bien c’est la probabilité que je doive faire au moins n fois ’expérience avant
d’obtenir un succes (c’est a dire T' > n). Le fait de savoir que j’ai déja échoué m fois n’apporte aucune
information supplémentaire.



2 Espérance et variance

2.1 Série génératrice

Soit T' : 2 — N* une variable aléatoire qui suit une loi géométrique de parametre p. Considérons la série
génératrice de T :

Gr(z) =E(z") = > P(T = k)2
k=1
Posons ¢ = 1 — p. Pour tout n € N*,
P(T=n+1)
= 1 — =
P(T = n) p=a

Notre série entiére a donc pour rayon de convergence R = 1/¢q (si p = 1, R = c0). Pour tout z € C tel
que |z|] < R,

Gr(z) = pY_ (1—p*'z*
k=1
= pzy (¢2)"!
k=1

pz
1—gqz

2.2 Espérance

Proposition 6. L’espérance de T est finie et
1
E(T) = -
p

Démonstration. La fonction G est indéfiniment dérivable sur le disque ouvert D de centre 0 et de
rayon R = 1/q et sa dérivée est obtenue en dérivant la série terme & terme. Pour tout z € D,

Gl(1) = ﬁ—gzz:kP(T:k):E(T)

O

2.3 Variance

En redérivant, on obtient pour tout z € D

G’T’()— 1_qz Zk; —1)P(T = k)2*



De la,

G7(2) + Ghp(z) = > (K = B)P(T = k)z" 2 + Y kP(T = k)"~
k=1 k=1
En particulier,
Gr(1) +Gp(1) = > (K T=k)+Y KP(T=k) =Y KPT=k) =ET?
k=1 k=1 k=1

Proposition 7. La variance de T est finie et

IL—p
V(T) =
(T) >
Démonstration. Par les remarques qui précedent,
2pq 1 2¢ 1
E(T?) = GH(1) + Gr(1) = ——— + -~ = = + =
( ) T( ) T( ) (1_q)3 P pg P
De la,
2¢g 1 1 2q p-—1 q
V(T)=E(T?*) -ET)’="+-——=—>+ = =
(0 =BT ~E@P = - = b=
a

3 Le k® succes

3.1 Introduction

Reprenons la suite (X,,),>1 de variables aléatoires indépendantes définies sur et suivant une loi de
Bernoulli de parametre p. Pour tout k£ > 1, définissons la fonction Zj : 0 — N par récurrence sur k en
posant Z1(w) = T'(w) et pour tout k > 2,

o Si Zj_1(w) # oo et 'ensemble {n > Z;_1(w) : X,,(w) = 1} est non vide,
Zi(w) =min{n > Zj_1(w) : X, (w) =1}
e Sinon, Zj(w) = oo.
Pour tout w € Q et tout k > 1, Zx(w) est le temps d’attente avant le k® succes de I'expérience.

Soit w € Q. Supposons que pour tout k > 1, Z;(w) < co. La suite (Z;(w))r>1 est une suite strictement
croissante d’entiers naturels non nuls. On a donc en particulier, pour tout k£ > 1, Z(w) > k.

Proposition 8. Pour tout k > 1, Zj est mesurable.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur k. Elle est analogue a celle que nous avons faite
pour montrer que T' est mesurable. [J

3.2 La loi de 7,



Proposition 9. Pour tous n,k > 1,

P(Z, = n) = (Z - i)pk(l e

Démonstration. Soient n,k > 1. On peut décomposer 'événement {Z; = n} comme suit.
{Zk = ’I'L} = U EA
A€Pk-1([1,n—1])

ou

Ea={X,=1n[{Xi=1}n[|{X;=0}
icA igA
Par I'indépendance des X,

P(Ea) = P(X,=1]]PX: =1 ]]P(X:=0)

icA igA

= pFL-p*

Les ensembles E 4 sont disjoints deux a deux. De la,
P(Z,=n) = > P(Ea)

AEPkfl(ﬂl,n—l]])

= > pFa—pn*

A€Pr_1([1,n—1])

= (Z - Dpk(l —p)" "
O

Remarque. Pour k£ = 1, nous retrouvons

P(Z, =n) = P(T

n) =p(l—p)""

Soit k > 1. Pour tout n > k, on a

P(Zi=n+1) _ (I)p"A—p"F
P2 =n) (RZD)ph (1 —p)n
n(l —p)
n+1-—k

On a donc P(Z;, =n+ 1) > P(Z; = n) si et seulement si
n(l—-p)>n+1-k

c’est a dire

La suite (P(Zy = n))n>1 est donc croissante jusqu’a environ (k —1)/p, puis décroissante. Lorsque n tend
vers l'infini,

P(Zk=n+1)
CP(Ze=n)
Il en résulte classiquement que P(Z; = n) tend vers 0. La figure ci-dessous représente P(Z; = n) en
fonction de n pour k € [1,10]. On a pris p = 1/10. Les maxima sont obtenus pour n = 10, 20, 30, . .., 100.

—1-p<1



0.10

0.08

0.06

0.04 1

0.02 1

0.00

FIGURE 2 — P(Z; =n) pour k € [1,10] et p = 1/10

3.3 La probabilité que Z, soit infini

Pour déterminer complétement la loi de Zy, il nous reste a calculer P(Z;, = o0). Nous allons heureusement
trouver que cette probabilité est nulle.

Lemme 10. Pour tout k € N et tout z € C tel que |z| < 1,

> () =

n==~k

Démonstration. Considérons la série géométrique

oo . 1
F(z):Zz =1
n=0

de rayon de convergence 1. Pour tout k € N et tout z € C tel que |z| < 1, on obtient en dérivant k fois
I’égalité ci-dessus

oo

FR(z) = Z(nn'k)lzn_k

n=~k

= k! Z (Z) Pl
n==k
k!



Ainsi,

O

Proposition 11. Pour tout k > 1,

P(Z =n) =1

n=1

Démonstration. Soit £ > 1. Si p = 1 le résultat est immédiat : pour tout n # k, P(Z, = n) = 0, et
P(Z, = k) = 1. Supposons donc p # 1. On a

;P(Zk =n) = Y <Z_i>p’“(1 -p)""

n=1
k
- p n—1 1
= G (k_l)(lp)
_ (1_q)k - n—1 n—1
B gk—1 ; k-1

ouq=1—p. Pour tout n < k—1, (kfl) = 0. On peut donc faire démarrer la somme ci-dessus a n = k—1.

Par le lemme [10| (avec z = g et k — 1 au lieu de k), la somme est justement égale & ¢*~1/(1 — ¢)*, d’out
le résultat. [

Corollaire 12. Pour tout k > 1, P(Z; = c0) = 0.

3.4 La série génératrice de 7,

Soit k > 1. Nous avons vu plus haut que pour tout n > k,

P(Zy=n+1) n(l—p)

P(Z,=n) n+l—k

Cette quantité tend vers ¢ = 1 — p lorsque n tend vers l'infini. La série génératrice de Zj,

oo

Gz, (z) = Z P(Z; =n)z"

n=k

a donc pour rayon de convergence R = 1/¢g (en convenant que R = oo si ¢ = 0). Rappelons-nous que la
série génératrice de T a le méme rayon de convergence et que pour tout z € C tel que |z| < R,

pz
GT(Z) - 1—gz



Proposition 13. Pour tout k > 1 et tout z € C tel que |z| < R,

Gz, (2) = Gr(2)*

Démonstration. Soit k& > 1. Soit z € C tel que |z| < R. On a

Gz, (2) = ZP(Zk =n)z"

I
N
=
|‘
=
L
ol
3
HM8
x>
N
> 3
[
—_
~_
e
|
=
X
N—
3

Par le lemme

n=k—1
On a donc
» k (1- k=1 k-1
620 = (i25) -9ty
pz \"
N (1—612)
= Grp()*
|

4 Différences

4.1 Le temps d’attente entre deux succes

Posons Ty = Zy = T et pour tout k > 2, T, = Z), — Z;,_1, en convenant que oo — ¢ = oo pour tout @ € N.
Si k> 2, T est le temps d’attente entre le (k — 1)© succes et le k° succes de I'expérience.

Remarquons que si k > 2,
{Tk = OO} = {Zk = OO} @] {Zk,1 = OO}

L’événement {T}, = oo} est la réunion de deux événements de probabilité nulle, donc
]P)(Tk = OO) =0
Remarquons aussi que pour tout k£ > 1,

Zr=T1+ ...+ T}

10



Proposition 14. Pour tout k > 1, la fonction Ty, est mesurable.
Démonstration. C’est la différence de deux fonctions mesurables. O
4.2 La loi de T},

Proposition 15. Pour tout k > 1, T, ~ G(p).

Démonstration. C’est clair si kK = 1 puisque T3 = T. Soit k > 2. Soient m,n € N*. On a
{Zk l—mTk—n} {Zk 1=m,Xpme1 =0,. Xotn— 1—0Xm+n—1}

En reprenant les idées de la preuve de la proposition [9

{Z_1=m} = U E,4

A€P_2([1,m—1])

ou
Ep={X,=1}N ﬂ{Xi =1}n ﬂ{Xi =0}
icA igA
De la,
{Zk 1 =m, T, =n} = U (BaN{Xpmi1=0,..., Xonin-1=0,Xpin=1})
A€Py—2([1,m~1])
Les X; étant indépendantes, E4 et {Xm41 = 0,..., Xinin—1 = 0, X4 = 1} sont aussi indépendants.
On a donc
P(EAaN{Xm+1=0,..., Ximin-1=0,Xpin=1}) =
P(EA>P<Xm+1 = 0; s 7Xm+n71 = OaXern = 1) = P(EA)p(l _p)n—l

Ainsi (union disjointe),

P(Zy—y =m,Tx =n) = P(Ea)p(1 —p)"
A€Pk—2([1,m~—1])
= p(l—p)" " U P(Ea)
AEPk,Z([[l,mfl]])
= p(1=p)" "P(Zp_1 =m)

Remarquons aussi que {Zy_; = o0, T = n} = 0. Les événements {Z;_1 = m}, m € N forment un
systéme complet d’événements. On a donc

P(Th=n) = Y P(Zr_1=mTi=n)
mel
= X P =mTe=n
eN*
= p(l-p)" " Y P(Zp1=m)
meN*
= p(l-p)""

Ainsi, T, ~ G(p). O

11



4.3 Indépendance

Proposition 16. Les variables aléatoires Ty sont indépendantes.

Démonstration. Soit n > 1. Soient ay,...,a, € N*. Soit w € Q. On a pour tout ¢ € [1,n], T;(w) = a;
si et seulement si pour tout ¢ € [1,n], Z;(w) = a1 + ... + a;. Ceci revient & dire que

e Pour tout i € [1,n], Xo,+...4q,(w) = 1.
e Pour tout j € [1,a1 + ...+ a,] différent de a1, a1 +as,..., a1 + ... + an, X;(w) = 0.

Notons
A=[la1 +...+ax]\{a1,a1 +ag,...,a1 +... +an}

On a par ce qui précede

{Tv=a1,.... Ty =an} ={Xa, =1, Xa,40, = L,-. ., Xay 4. 40, = 1} N [ {X; =0}

JEA
Par I'indépendance des Xk,
P(Th =ay,....,.Th=a,) = P(Xa =1)PXajqa, =1)...P(Xoy+. 4a, = 1)
< [ P(x; =0)
JjEA
= pr(1—-pH
pn(l _ p>a1+...+an7n
Par ailleurs,
n n
[T =ar) = J[p-p*"
k=1 k=1
= p"(1 _p)al+-»-+anfn
d’ott le résultat. O
Corollaire 17. Pour tout k > 2, Ty, et (Z1,...,Zx—1) sont indépendantes.
Démonstration. Soit k > 2. Soient as,...,a; € N. Deux cas sont & considérer.
SiP(Z1=a1,...,Zk-1 =ag—1) > 0,alors a; < az < ...<ag_1 < oo et
P(Tk = ak|Z1 = ai,-- -aZk—l = ak_l) = P(Tk = ak|T1 = al,Tg = a2 —ay,
oy Tyt = ap—1 — ap_2)
= ]P)(Tk = ak)

par I'indépendance de T, ..., .
SiP(Zy =ay,...,Zx—1 = ag—1) = 0 alors, a fortiori,
P(Zy=ay,...,2Zp—1 = ap—1, T = ar) =0

De la,
P(Z1=a1,.... 21 =ap—1,Th =ap) =P(Z1 = a1, ..., Zp—1 = ap_1)P(T}, = ay)
O

Cette propriété met en évidence le phénomene de [’absence de mémoire. Le temps d’attente entre le succes
k — 1 et le succes k ne dépend pas des instants ou les succes 1,2,...,k — 1 ont été obtenus.

12



4.4 Espérance et variance de 7

Proposition 18. Pour tout k > 1,

Démonstration. Pour tout & > 1,
k
Zy =T,
i=1

Les T; sont indépendantes et de méme loi G(p), d’ott le résultat.

13
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