La probabilité qu'une permutation
soit un cycle
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Donnons nous un entier naturel n > 2. Munissons le groupe symétrique G,,
de la probabilité uniforme P. Notons C,, I’ensemble des cycles de &,,. Quelle
est la probabilité de C,, 7 Quel est un équivalent de cette probabilité lorsque n
tend vers l'infini 7

1 La valeur de P(C,)

Soit k € [2,n]. Pour construire un cycle y de longueur k,

e On choisit son support : (}) possibilités.

e Le cycle «y s’écrit de facon unique v = (ay az...ar) ou aj est le plus
petit élément du support de . Pour terminer de caractériser ~, il suffit
de préciser as, ..., ag, c’est & dire de se donner une permutation des
k — 1 éléments du support autres que a; : (k — 1)! possibilités.

On a donc

Cal = 3 (k- 1)!<k> - n!ém

k=2
d’ou

- 1
P(Cn) = kz:; = k)

Le changement d’indice &' = n — k donne

n—2 1

B(Cn) =2, Kl(n — k)

k=0

Remarque. De fagon plus rigoureuse, pour tout k € [2,n], pour tout A C
[1,n] de cardinal k, écrivons A = {aq,...,ar} ot ay < ... < ag. Soit A’ =
A\ {a1}. Pour toute permutation o € S(A’), soit le cycle

v =p(A,0) = (a1 o(az)...o(ax))



On définit ainsi une application ¢ : E — Cp ot

E = CJ U {A} x &(A")

k=2 AePy([1,n])

L’application ¢ est une bijection : soit v € C,, un cycle de longueur k € [2,n].
Soit A ={ay,...,ax} le support de v, ot a1 < ... < ay. Le cycle y s’écrit de
facon unique v = (a1 o(az)...o(ag)) oo € (A\{a1}). On a alors o~ 1(y) =
(A, 0).

Par la bijectivité de ¢ et le fait que les réunions qui définissent E sont dis-

jointes,

Cul = |E|

n

= > > {4 x|eA)
k=2 AePy([Ln])

= > > (k-1

k=2 APy ([Ln])

= f: (Z)(k—l)!

k=2

2 Leréel e

La série de terme général 1/k! est convergente et
+00 1 B
> wo €

k=0

Pour tout n € N, soit e, la n® somme partielle de la série :

La suite (ey)nen converge vers e. Comme cette suite est croissante, e, < e. De
plus, pour tout n > 1,

e— e, = L o
poa kb (nt D A= (n+2). .k

Remarquons que

k k
Il 7> Il e+ =@+1) "

j=n—+2 Jj=n—+2



De 1a,

1 = 1
e—e <
" (n+1)! kZH(nH)

3 Minoration

Pour tout k € [0,n —2], 2 <n —k <n. Dela,

4 Majoration

Soit (un)nen une suite d’entiers naturels qui tend vers +oo et telle que w,, =
o(n). Ecrivons

Un

P(Cn)—zk'(n_ + Z o h) _Sn+S;

k=un,+1

Pour tout k € [0,u,], n —k > n — u,. On a donc

1 &1 eu

Sh < jg: ET::

n— up p—ry

n

n — Uy

Pour tout k € Ju, +1,n—2], n —k > 1, d’ou

sssis S Lo S doea <
— —=e—e

T k! k! = g,
Un+1 k Un+1

Choisissons maintenant w,, de sorte que n = o(u,!). On peut par exemple
prendre u, = |y/n|. En effet, pour tout n > 9, |\/n] > 3 et donc

Up (Up — 1) (uy — 2)

(Vn=1)(vn=2)(vn-3)

n3/2

Up!

VvV 1V

2



On a ainsi S}, = o(1/n). De 14,
€y

=)
+ol|—
n— up n

Remarque. Le choiz de u,, est sans importance, pourvu que l’on ait u, = o(n)
et n = o(uy!). Dit autrement, il suffit que w, soit négligeable devant n, mais
quand méme « pas trop négligeable ».

P(C,) <

Prenons u, = |Inn/(Inlnn)*| ot a € R. En utilisant la formule de Stirling,
on peut avec quelques calculs montrer que si o > 1 alors u,! = o(n). En
revanche, si o < 1, alors n = o(uy,!).

5 Equivalent
On a

€2 o pe,) < Cun +0<1> e
n n n— U, n n

La probabilité P(C,,) est encadrée par deux suites équivalentes a e/n. Ainsi,

P(Cp) ~ —

n
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