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Résumé

Sauf dans des cas triviaux, l'existence d’une suite de variables aléatoires indépendantes
de méme loi définies sur un méme univers entraine la non-dénombrabilité de 'univers.

1 Introduction

Soit (€2, 7,P) un espace probabilisé. Soit X : 2 — E une variable aléatoire définie sur Q, a
valeurs dans un espace probabilisable (E, T”). Rappelons que cela signifie que pour tout A € T,
X71(A) € T. L’événement X ~(A) est noté {X € A}. La probabilité de ce dernier événement
est notée P(X € A).

2 Variables aléatoires presque stirement constantes

2.1 Introduction

La variable aléatoire X est presque constante s'il existe ¢ € E tel que P(X € {c}) = 1. Pour
que ceci ait un sens, encore faut-il que ’ensemble {X € {c}} appartienne a 7. Pour cela, nous
devons supposer que {c} € T’. Nous allons donc supposer dans cette section et la suivante que
la tribu 77 contient les singletons. Pour tout x € E, nous notons assez classiquement

(X =2} = {X € {}}

Posons
gq=sup{P(X =x):2 € E} € 0,1]

2.2 Quand a-t-on ¢ =17
Proposition 1. La variable aléatoire X est presque surement constante si et seulement si q = 1.

Démonstration. Si X est presque siirement constante, égale a ¢ € F, alors P(X = ¢) = 1,
donc ¢ > 1. Or, ¢ < 1 donc ¢ = 1.

Inversement, supposons ¢ = 1. Par définition d’une borne supérieure, pour tout n > 2, il existe
Ty € E tel que

l-—<PX=xz,<1
n



Pour tout z € E différent de x,,,
{(X=z}n{X=2,}=0

et donc
P(X:$)+P(X:$n) :P({X:$}U{X:$n}) <1

d’ou
PX=2)<1-PX ==x,) <

S|+

Prenons n = 2. Soit m > 3. Supposons z,, # 2. On a P(X = z,,) < 1/2, mais aussi P(X =
ZTm) > 2/3, contradiction. Ainsi, pour tout m > 2, x,, = x2. De la, pour tout m > 2,

1
11— —<PX =a,)=PX =12 <1
m

En faisant tendre m vers 'infini, on en déduit P(X = z2) = 1. Ainsi, X est presque stirement
constante, égale & xo. [

3 Une suite de variables aléatoires indépendantes

Dans cette section, nous supposons a nouveau que les singletons appartiennent a 7.

Soit F = (X;);>1 une suite de variables aléatoires réelles définies sur (2, & valeurs dans E. On
suppose que les X; suivent la méme loi que X.

3.1 Un cas trivial
Proposition 2. Si X est presque sirement constante, alors la famille F est indépendante.

Démonstration. Supposons que X est presque siirement constante, égale a ¢ € E. Pour tout
n € N* et tous z1,...,x, € F, on a I'égalité d’événements

n
{Xl :a:l,...,Xn :xn} = m{XZ Z.%'Z'}
i=1

Les événements {X; = x;} sont de probabilité 1 si x; = a et de probabilité 0 sinon. Si I'un des
x; est différent de a, alors le probabilité de l'intersection est nulle. Si, au contraire, tous les z;
sont égaux a c alors, classiquement la probabilité de I'intersection est égale a 1. Ainsi,

n
P(X1=1,..., X0 =Tn) = 0gc- - Ogpe = | [ P(Xi = z))
=1

Ainsi, F est indépendante. []



3.2 Le cas intéressant

Nous allons maintenant regarder ce que I'on peut dire de I'univers €2 lorsque X n’est pas presque
slirement constante. En particulier, que dire des probabilités des singletons de €2 ? Bien entendu,
il nous faut faire ici pour 2 I’hypothese déja faite sur E. Nous supposons dorénavant que les
singletons {w}, ot w € 2, appartiennent a 7.

Proposition 3. On suppose que X n’est pas presque surement constante et F est indépendante.
Pour tout w € Q, P({w}) = 0.

Démonstration. Comme montré plus haut, nous avons
g=sup{P(X =z): 2 € F} <1

Soit w € €. Pour tout ¢ € N*, posons z; = X;(w). Par I'indépendance de F, on a pour tout
n € N¥,

Remarquons que
{w}C{X1 =21,..., X, = x,}

On a donc .
P({w}) < [[P(X = =) <"
i=1

Comme 0 < g < 1, lorsque n tend vers l'infini, ¢" tend vers 0, d’ou le résultat. [
q ) q q

3.3 La taille de univers

Nous voici arrivés au résultat qui nous intéresse. Rappelons que nous sommes toujours dans le
cas ol les tribus T et 7’ contiennent les singletons.

Proposition 4. On suppose que X n’est pas presque siirement constante et F est indépendante.
Alors, Uunivers §) est infini, non dénombrable.

Démonstration. Soit A € 7. Supposons A fini ou dénombrable. On a I'union dénombrable

disjointe
A= UA{w}
weA

Par la o-additivité de P,

P(4) = > P({w}) =0

weA
Or, P(Q2) =1, donc 2 # A. Ainsi, Q est infini, non dénombrable. [



4 Généralisation

4.1 Introduction

Que deviennent les résultats précédents lorsque les tribus 7 et 7’ ne contiennent pas nécessai-
rement les singletons ? Dorénavant, nous ne faisons plus ces deux hypotheses.

Nous allons ici encore montrer que s’il existe une suite de variables aléatoires indépendantes
définies sur €2, de méme loi, et que cette loi n’est pas « triviale », alors 'univers {2 est infini, non
dénombrable. Pour cela, nous allons raisonner par 1’absurde. Faisons ’hypothése

(H) Q est fini ou dénombrable.

Nous allons ici admettre le théoréme suivant.

Proposition 5. Soit T une tribu sur ). Il existe une unique partition P = {C; : j € F'} de Q,
ou F' est fini ou dénombrable, telle que pour tout événement A € T, il existe un unique ensemble

J C F tel que
A=J¢;

jeJ

Les ensembles C; sont les atomes de la tribu 7. Ils vont jouer le réle que jouaient les singletons
dans les sections précédentes.

Comme 'univers  est dénombrable, X (£2) est aussi dénombrable. Pour simplifier les notations
et en espérant ne pas nuire a la généralité, supposons dorénavant £ = X (). L’'image d’'un
ensemble fini ou dénombrable par une application est encore un ensemble fini ou dénombrable.
Il existe donc une partition @ = {D; : j € G} de E, ol G est fini ou dénombrable, telle que

T=SJDj:JC@G
jed

avec, encore une fois, unicité de I’écriture des éléments de 7’ comme union disjointe d’éléments

de Q.

4.2 Image d’un atome

La proposition suivante montre que la variable aléatoire X est incapable des discerner les élé-
ments d’un atome C' de T : les images par X des éléments de C' appartiennent toutes au méme
atome de 7.

Proposition 6. Soit C € P. Il existe un et un seul D € Q tel que X(C) C D.

Ou, si on préfere, C C {X € D}.
Démonstration. (!) Supposons C C{X € D} et C C{X € D'} ou D,D’' € Q. On a donc

{(XeDND}={XeDIn{XeD}2D2C#



d’ou DN D' # (. Comme Q est une partition de F, il vient D = D’.

(3) Soit w € C. 1l existe (un unique) D € @ tel que X(w) € D. Cet événement D dépend
a priori de w, mais nous allons voir que ce n’est pas le cas. On a {X € D} € T et donc
{X € D} =Uje;s Cj ot J C F. Remarquons que w € C'N{X € D} et donc

CN{XeD}#0

Il existe donc j € J tel que C'NC; # 0. Mais les C; sont disjoints deux & deux, il existe donc
jeJtelque C=Cj. Dela, C C{X € D}. O

Notation. Nous noterons dorénavant D(X,C) 'unique D € @ tel que C C {X € D}.
Posons
q=sup{P(X € D): D e Q}€0,1]
Exemple. Prenons 2 = R et £ = [—1,1]. Soit X : Q@ — E définie par X (w) = sinw. Soit
A = [0,1]. Munissons E de la tribu 7' = {0, A, A°, E}. On a

{X € A} = | J[2kn, 2k + 1)7] = B
keZ

Si nous voulons que X soit une variable aléatoire, I’ensemble B doit appartenir & 7, ainsi que
son complémentaire B¢. Ainsi, T D {0, B, B¢, Q}.

4.3 La valeur de ¢

Proposition 7. ¢ =1 si et seulement si il existe D € Q) tel que X appartient presque stirement
aD.
Plus explicitement, P(X € D) =1 et pour tout D' € Q différent de D, P(X € D’) = 0.
Démonstration. L’existence d’un tel D entraine P(X € D) =1 et donc ¢ = 1.
Inversement, supposons ¢ = 1. Pour tout n > 2, il existe D,, € @ tel que
1—%<P(X6Dn)§l

Pour tout D € Q différent de D,,, D N D,, = () (partition), donc

{XeDin{XeD,}=0

De 14,
P(XeD)+P(XeD,)=P{XeDtu{XeD,})<1
d’ou 1
P(XeD)<1-P(XeD,)<-—
n

Prenons n = 2. Soit m > 3. Supposons D,, # Dy. On a P(X € D,,) < 1/2, mais aussi
P(X € D,,) > 2/3, contradiction. Ainsi, pour tout m > 2, D,, = Dj. De la, pour tout m > 2,

1
l1-—<P(XeD,)=PXeDy<1
m

En faisant tendre m vers l'infini, on en déduit P(X € Dj) = 1. Ainsi, X appartient presque
stirement a Dy. [



4.4 Le cas trivial

Proposition 8. Si X appartient presque surement a un élément D de Q, alors la famille F
est indépendante.

Démonstration. Supposons que X appartient presque sirement a un élément D de (). Pour
tout n € N* et tous D1,..., D, € @, on a ’égalité d’événements

=1

Les événements {X; € D;} sont de probabilité 1 si D; = D et de probabilité 0 sinon. Si 'un des
D; est différent de D, alors le probabilité de 'intersection est nulle. Si, au contraire, tous les D;
sont égaux a D alors, classiquement, la probabilité de I'intersection est égale & 1. Ainsi,

n
]P’(Xl eDy,..., X, € Dn) = 5D1,D'~5Dn,D = HP(XZ S Dz)
=1

Ainsi, F est indépendante. [J

4.5 Le cas intéressant

Nous supposons ici que la suite F est indépendante et que X n’appartient pas presque stirement
a un élément de ). On a donc

g=sup{P(X €eD):DeQ} <1

Proposition 9. On suppose que F est indépendante et pour tout D € Q, P(X € D) # 1. Alors,
pour tout C € P, P(C) = 0.

Rappelons que pour tout C' € P, D(X,C) est I'unique D € @ tel que C C {X € D}.
Démonstration. Soit C' € P. Pour tout n € N*,
c - {Xl € D(Xlac)v'--aXn € D(Xnac)}

De la, par 'indépendance de F,

IP)(C) < P(Xl S D(Xl,C), R ,Xn S D(Xn,C))
— P(X) € D(X1,0))...P(X, € D(X,,0))
< ¢

Ceci étant vrai pour tout n € N*; on fait tendre n vers l'infini pour obtenir P(C') = 0. O

Proposition 10. L’hypothése (H) « Q est fini ou dénombrable » est absurde.



Démonstration.

De 13,

Contradiction. O

On a l'union disjointe finie ou dénombrable

0={J¢;

jEF

1=PQ)=> P(C))=0

JEF
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